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1. WSTEP

1.1. TEMATYKA

W wielu problemach spotykamy si¢ z potrzeba analizy wielowymiarowych danych.
Nastgpuje to zawsze wtedy, gdy dany problem zwiazany jest z bardzo zloZzona
rzeczywistoscia, ktora mozna rozpatrywaé¢ w wielu aspektach, ptaszczyznach, z uzyciem
wielu zmiennych. W celu opisu i andizy takig rzeczywistosci, kazdy z jej aspektow,
plaszczyzn czy zmiennych traktuje si¢ jako osobny wymiar pewne] wielowymiarowe]
przestrzeni. Dla konkretnych zastosowan konstruuje si¢ algorytmy potrafiace analizowac taki
wielowymiarowy problem w sposob ilosciowy. Jednak w wielu sytuacjach jesli nie konieczna
to na pewno korzystna bytaby takze mozliwos¢ pogladowej, jako$ciowej oceny struktury
analizowanych wielowymiarowych danych. Na przyktad jakosciowa ocena wielowymiarowe;j
przestrzeni cech wykorzystywangl w klasycznych metodach rozpoznawania obrazéw,
mogtaby pomdc w wyborze metody rozpoznawania. Natomiast mozliwos¢ pogladowej oceny
wielowymiarowych danych ekonometrycznych, mogtaby poméc w ocenie obrazu sytuacji
ekonomiczng przedsigbiorstwa.

Nabardzig naturalnym, wykorzystywanym wiasnie w celach obserwacji
jakosciowych zrodtem informacji dla cztowieka jest zmyst wzroku. Z tego powodu celowe
staje Sie wykorzystanie wzroku do proby obserwacji obiektow w przestrzeniach
wielowymiarowych. Aby to umozliwié postanowiono w tej pracy stworzy¢ odpowiedni model
matematyczny, rozwiazujacy problem wizualizacji wielowymiarowych bryt wypuktych oraz

wielowymiarowych zbioréw danych dyskretnych.

1.2. TEZA

Stosujac zaproponowane w pracy metody matematyczne mozna wizualizowa¢ na
ekranie komputera obiekty zdefiniowane formalnie lub empirycznie w przestrzeniach
wielowymiarowych, co pozwala na jakoSciowa ocen¢ struktury danych

wielowymiarowych.

1.3. CELE
W celu udowodnienia postawioneg tezy nalezy zrealizowaé nastepujace punkty:
1) Opracowanie modelu matematycznego rozwiazujacego problem wizualizacji

wielowymiarowych bryt wypuktych oraz wielowymiarowych zbiorow danych dyskretnych.



Poniewaz zmyst wzroku u czlowieka stuzy jedynie do obserwacji przestrzeni
trojwymiarowej, nalezy doktadnie sprecyzowa¢ sposob w jaki nalezy ,patrze¢” w
wielowymiarowe przestrzeni. Sprowadza si¢ to do zdefiniowania mechanizmoéw i metod
rzutowania takigj przestrzeni na odpowiednia ptaszczyzne (ekran obserwacyjny). Poniewaz
rozwiazanie omawianego problemu wymyka si¢ naszemu ludzkiemu doswiadczeniu,
koniecznym jest stworzenie silnego formalizmu, opisujacego i rozwiazujacego ten problem.
Kazda najdrobniejsza wtasno$¢ potrzebna do dalszych rozwazan nalezy formalnie udowodnic,
Mimo pozorng oczywistosci niektorych faktow. Zagadnienie to begdzie wyczerpujaco
przedstawione w te pracy.

2) Budowa systemu pozwalgjacego wizualizowa¢ wielowymiarowe bryly wypukle
oraz wielowymiarowe zbiory danych dyskretnych z pomoca grafiki komputerowe;j.

System taki powinien powsta¢ w oparciu o stworzony model matematyczny. Powinien
on umozliwiac:

- przechowywanie w pamieci komputera opisu wielowymiarowych obiektow,

- wybdér punktu widzenia obserwowanych obiektow poprzez przemieszczanie
wirtualnego obserwatora w wielowymiarowej przestrzeni,

- rysowanie na ekranie komputera wielowymiarowego obiektu widzianego z danego
miejsca przestrzeni, zgodnie z zasadami opracowanymi przez autora pracy.

3) Przeprowadzenie doswiadczen, polegajacych na przedstawieniu na ekranie
komputera przyktadowych wicelowymiarowych bryl wypuktych oraz wielowymiarowych
zbiorow danych dyskretnych ze wskazaniem korzysci, jakie mozna odnie$¢ z ich wizualizacji.

Oczekujemy, ze w wyniku przeprowadzonych doswiadczen powinny zostaé
zauwazone pewne jakosciowe cechy obserwowanych obiektow, pozwalajace na jakosciowa

oceng struktury obserwowanych danych wielowymiarowych.

1.4. ZAWARTOSC PRACY

Rozprawa przedstawia opracowany oryginany model matematyczny procesu
,patrzenia” 1 ,,widzenia” w przestrzeni wielowymiarowej w oparciu o ktory powstat system,
pozwalgacy wizualizowa¢ wielowymiarowe bryty wypukle oraz wielowymiarowe zbiory
danych dyskretnych. Pokazano na przyktadach rezultaty przeprowadzone, przy pomocy tej
wizudizacji, jakosciowej analizy wielowymiarowych danych. Praca zawiera osiem
rozdziatow, bibliografi¢ oraz dodatek. W rozdziale pierwszym przedstawiono tematyke, tezg

oraz cele rozprawy.



Drugi rozdziat zawiera przeglad literatury zwiazanej =z  wizualizacja
wielowymiarowych danych. Literaturata (do ktorej udato si¢ dotrze¢) jest raczej uboga, wigc
nie stanowita ona podstawy do tworzenia systemu opisanego W tej pracy.

Trzeci rozdzial przedstawia opracowany przez autora model matematyczny,
rozwiazujacy problem wizualizacji wielowymiarowych bryt wypuktych. Zawiera on réwniez
przyktady wygladu bryt wielowymiarowych, uzyskane z wykorzystaniem przedstawionego
modelu. W opisywanych przyktadach zwrocono uwage na pewne zauwazone cechy
jakosciowe obserwowanych bryt. Jak si¢ wydaje, spostrzezenia te nie byly nigdzie do tej pory
przytaczane (przynajmniej autor przedstawianeg pracy nie spotkat ich w dostegpnej literaturze),
Mozna wigc przypuszczaé, ze przynajmniej ¢zgS¢ z tych spostrzezen wzbogaca — w jakims
stopniu — zasob wiedzy na temat wlasciwosci obiektow w przestrzeniach wielowymiarowych.

Czwarty rozdziat poswigcono implementacji proponowanego w pracy systemu do
wizualizacji obiektow wielowymiarowych. Opisano w nim projekt oraz sposob uzytkowania
stworzonego systemu, ktory umozliwia ogladanie z réznych stron wygladu
wielowymiarowych bryt wypuktych.

Piaty rozdzial przedstawia przyklady zagadnien wymagajacych jakoSciowego
analizowania zbiorow danych wielowymiarowych.

Szosty rozdzial zawiera model matematyczny rozwiazujacy problem wizualizacji
wielowymiarowych zbioréw danych dyskretnych. Przedstawiono przyktady wygladu
wielowymiarowych zbiorow punktow, uzyskane z wykorzystaniem przedstawionego modelu.
Opisano pewne zauwazone cechy jakosciowe obserwowanych wielowymiarowych danych
dyskretnych. Takze i te obserwacje wydaja si¢ by¢ w pelni oryginalne.

Siédmy  rozdzial  poswigcono  implementacji  systemu do  wizualizacji
wielowymiarowych danych dyskretnych. Opisano w nim projekt oraz sposob uzytkowania
tego systemu, Kktéry umozliwia ogladanie z réznych stron wygladu zbioréw
wielowymiarowych danych dyskretnych, przezwycigzajac przy tym pewne specyficzne
trudnosci tego zadania.

W 6smym rozdziale zawarto podsumowanie i wnioski.



2. PROBLEM ANALIZY OBIEKTOW W PRZESTRZENIACH
WIELOWYMIAROWYCH (PRZEGLAD LITERATURY)

2.1. METODA GRAND TOUR

Jedna z metod stuzacych do wizualizacji wielowymiarowych danych jest
przedstawiona w pracy [26] metoda grand tour. Pierwszy opisal ja Asimov w pracy [2],
nastepnie zostata rozwinigta w pracach [6], [18], [35], [12] i [7]. Metoda ta zostala
wykorzystana w pakietach graficznych XGobi [30], ExplorN [9] oraz Xplore [15], stuzacych
do wizualizacji wielowymiarowych danych.

Grand tour jest ciagla, jednoparametrowa rodzing d-wymiarowych projekgji
n-wymiarowych danych. Elementy te rodziny wybrane zostaja sposrod wszystkich
d-wymiarowych projekcji z R". Przyjmujac d=2 metoda ta pozwala oglada¢ wielowymiarowe
dane na ekranie komputera poprzez sekwencje projekcji na dwuwymiarowe podprzestrzenie.
Dla d=3 metoda ta pozwala oglada¢ wiclowymiarowe dane poprzez przedstawienie na ekranie
komputera sekwencji projekcji, bedacych trojwymiarowymi podprzestrzeniami. Algorytm
grand tour realizuje po prostu animacje odpowiednio wybranych projekcji
wielowymiarowego obiektu. Wyglada to jak ,,wycieczka”, podczas ktérej poruszamy si¢ po
przestrzeni, zmienigjac w sposob ciagly punkt widzenia. Wybor ciagu projekcji polega na
tym, ze z aktualnej projekcji (punktu widzenia) &; do nastgpnej wybranej losowo projekcji ki1
dochodzimy poprzez ciag projekcji, powstatych jako interpolacje projekcji & oraz kir1. Jak
wida¢ uzyteczno$¢ tego algorytmu opiera si¢ na pomysle ciaglego interpolowania
nieskonczonej sekwencji losowo wybranych projekcji. Przyjrzyjmy si¢ blizej najczesciej
stosowanegl w grand tour redizacji pojedynczel projekcji. Rozwazmy p-elementowy zbior

n-wymiarowych danych zapisany w postaci macierzy:

Xpp X ottt Xy,
x x oo x
21 Xz 2p
X=[X1,X2,...,Xp]= . . :
xnl an xnp

Jednowymiarowa projekcja tych danych oznacza projekcje na dany wektor S. Przyjmie ona
postac:
BT X=X, B Xy, BTX ] =

=[Bixyy + BoXoy + oot BX 0, BiXy + BoXoy + oot BX, 50 ﬂlxlp + ﬂ2x2p +o.t ﬂnxnp]

gdzie: \/ﬁf +BZ+..+pr =1



Projekcja dwuwymiarowa zostaj e zdefiniowana jako dwie jednowymiarowe projekcje na dwa
wektory Sy, [, ktore spelniaja warunek: p; B, =0. Analogicznie mozna rozszerzy¢ ta
definicje dla projekcji d-wymiarowej. Z powyzszego wynika, ze projekcja dwuwymiarowa
jest po prostu rzutem prostopadtym na ptaszczyzng. Czyli w danym punkcie e
dwuwymiarowe ptaszczyzny P widoczne sSa wszystkie punkty znagdujace si¢ w calej
podprzestrzeni n-2 wymiarowej zawiergjacej e i prostopadiej do P. Takie postgpowanie
prowadzi do tego, ze projekcja obiektu sprowadza si¢ do widoku ksztattu jego obrysu (cienia),
bez mozliwosci zaobserwowania cech zwiazanych np. z nachyleniem $cian.

Powyzsza metoda rzutowania rézni si¢ od metody przedstawionej w tej rozprawie
w rozdziale 3 w sposob zasadniczy. Stanowi ona bowiem rzut prostopadly na ptaszczyzne
stluzaca do obserwacji, natomiast w rozdziale 3 opisano metode¢ rzutowania rownoleglego do
danego wektora prostopadtego do plaszczyzny. W przypadku rzutu prostopadtego w danym
punkcie e ptaszczyzny P Shuzacej do obserwacji, widoczne sa wszystkie punkty odpowiedniej
podprzestrzeni n-2 wymiarowe (gdzie n-wymiar przestrzeni). Natomiast w przypadku rzutu
rownoleglego do danego wektora » prostopadtego do plaszczyzny P, w danym punkcie e
widoczne sa wszystkie punkty lezace na prostej przechodzacej przez e i rownoleglej do 7.
W przestrzeni 3-wymiarowej obie metody sprowadzaja si¢ do tego samego. Natomiast
w przestrzeniach o wigkszej liczbie wymiaréw, w danym punkcie e ptaszczyzny P widoczne
Sa wszystkie punkty nalezace do podprzestrzeni o rdéznej liczbie wymiardéw, zaleznej od
metody. M etoda opracowanaw ramach tej rozprawy i przedstawionaw rozdziale 3 umozliwia
dodatkowo obserwacje nachylenia $cian obserwowanej bryty, co nie jest mozliwe przy rzucie
prostopadtym. Bowiem przy rzucie prostopadtym, w jednym punkcie na ekranie moze by¢
widocznych jednoczesnie wiele punktow, bedacych w takig samej odlegtosci od plaszczyzny
stanowiacej ekran. Prowadzi to do sytuacji w ktorej nie mozna okresli¢, od ktorego z tych
punktow ma zaleze¢ jasno$¢ badz kolor punktu na ekranie.

Jeszcze inacze) wyglada poréwnanie rzutu prostopadlego z opracowang przez autora
metoda wizualizacji wielowymiarowych danych dyskretnych przedstawiona w rozdziale 6.
Intuicyjnie metoda ta polega na rzucie réwnoleglym z lokalnym rzutem prostopadtym,
Majacym zasi¢g ograniczony przez wprowadzony w tej pracy maksymalny promien tunelu.
Rozwiazanie to pozwala na obserwacje wybranych fragmentéw przestrzeni niosacych istotne
informacje, niemozliwe do uzyskania z wykorzystaniem rzutu prostopadtego. Wykorzystujac
rzut prostopadty niemozliwe byloby np. zaobserwowanie w przyktadach 6.3.2 oraz 6.3.3

faktu, ze opisane tam zbiory nie zachodza na siebie. Nalezy zwroci¢ uwagg na fakt, ze metoda
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przedstawiona w rozdziadle 6 z parametrem maksymalny promien tunelu 0 wartosci rownej
nieskonczonos$¢ staje si¢ znanym z literatury rzutem prostopadtym. Jak z tego wynika,
opracowanaw tej pracy metodajest bardzieg ogolna.

Rysunek 2.1. Przedstawiony w pracy [26] przyklad zastosowania biblioteki XGobi do wizualizacji zbioru
6-wymiarowych punktéw. W danym punkcie ekranu widoczne sa (zlewajac si¢ w jeden punkt) wszystkie
punkty, nalezace do odpowiadajacej temu punktowi 4-wymiarowej podprzestrzeni.

Na rysunku 2.1 pokazano przedstawiony w pracy [26] przyktad zastosowania metody

grand tour przy uzyciu biblioteki XGobi do przedstawienia 6-wymiarowych danych.

2.2. METODA GEOWNYCH SKEADOWYCH (PCA)

Podobna do opisanej wczesniej metody transformacji, jest mogaca stuzy¢ wizualizacji
wielowymiarowych danych metoda gtéwnych sktadowych (principal component analysis,
porownaj np. prace [24]). W metodzie tg dokonuje si¢ rzutu prostopadtego na plaszczyzne
reprezentowana przez specjalnie wybrane wektory f1,f. Sa to wektory wilasne,
odpowiadajace dwom najwigkszym wartoSciom wlasnym macierzy kowariancji zbioru
obserwacji. Dobor wektorow i, przeprowadza si¢ w ten sposob, by na plaszczyznie
stanowiacej ekran byty zachowane mozliwie duze odlegto$ci pomigdzy punktami. Wybierajac
zamiast dwoch odpowiednio trzy wektory [, [, f3, MOzna przy pomocy tej metody ogladaé

wielowymiarowe dane poprzez obserwacje przestrzeni 3-wymiarowsej. Istota tef metody jest
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zgodna z istota koncepcji rzutowania, przedstawiona przy opisie metody grand

tour - Z liminacja czynnika ruchu.

2.3. METODY WYKORZYSTUJACE SIECI NEURONOWE
W pracach [21], [23], [25], [1] i [31] zaproponowano zastosowanie sieci neuronowych
do wizualizacji danych. Metoda ta oparta jest na transformacji n-wymiarowe przestrzeni

danych w dwuwymiarowa przestrzen, przy uzyciu sieci neuronowe;j.

2.3.1. AUTOASOCJACYJNE SIECI NEURONOWE

W metodzie zastosowaneg] w pracy [1] zbior danych przed podaniem na wejscia sieci
neuronowe nalezy przetworzy¢. Mamy zbiér m wymiarowych danych. Na poczatku nalezy
ustali¢ zbior wektorow referencyjnych p={p1p2,...,pn} reprezentujacych interesujace obszary
przestrzeni danych (np. wzorce rozwazanych klas danych). Kazdy wektor danych

x=(x1,x2,...,Xxm) Zastepujemy wektorem d=(d1,d>,...,d,), gdzie:

d;, = \/(xl _pi,l)2 + (x2 _pi,2)2 +o.t ('xm ~Pim )2

przy czym p;; oznaczaj-ta wspotrzedna i-tego wektora referencyjnego pi. Jak wida¢ wektor d

reprezentuje odlegtosci konca wektora x do koncow wektorow referencyjnych (w metryce
euklidesowej). Otrzymane w ten sposob n-wymiarowe wektory d zostgja podane na wejscie
sieci neuronowej. Do nauki uzyta zostaje autoasocjacyjna sie¢ neuronowa, ktora ma n wejsc,
jedna z warstw posrednich zlozona z 2 neuronéw oraz n Wyjs¢. Sie¢ uczona jest metoda

propagacji wsteczng biedu.

(a) (b)

Rysunek 2.2. Struktura autoasocjacyjnej sieci neuronowej stuzacej do wizualizacji wielowymiarowych
danych. (a) trenowanie sieci w celu uzyskania na wyjs$ciach sygnaléw jak najbardziej zblizonych do
sygnalow podawanych na wejscia, (b) przeksztalcanie wejSciowego sygnalu w polozenie na
dwuwymiarowym ekranie przy pomocy fragmentu wczes$niej nauczonej sieci.
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Na wyjsciach sieci neuronowel W wyniku jg uczenia maja si¢ pojawic takie same sygnaly,
jakie zostgja podane na jej wejScia. Dziatanie opisywanej sieci opiera si¢ na zamianie
wejsciowej n-wymiarowe przestrzeni B w dwuwymiarowa przestrzen Y a nastgpnie
Z powrotem w n-wymiarowa przestrzen B, tak by B” byla jak najbardziej zblizona do B. Dane
przechodzac przez warstwe ztozona z dwoch neuronow, ktorych wyjscia reprezentuja
dwuwymiarowa przestrzen Y zostaja skompresowane, w wyniku czego w dwoch wymiarach
zostgja zachowane pewne indywiduane cechy oryginanych danych z przestrzeni B,
pozwalgace na rekonstrukcje tych danych.

Po zakonczeniu nauki mozna przystapi¢ do wizualizacji danych. Polega ona na
podaniu kazdego wektora d reprezentujacego wektor danych x, ha wejécie sieci neuronowe;j i
na wyswietleniu (na podstawie danych z warstwy ukrytej) dwuwymiarowego punktu go
reprezentujacego. Potozenie tego punktu okreslone zostaje przez dwie wspotrzedne, wzigte
bezposrednio z wyj$¢ dwoch neuronow sktadajacych si¢ na warstwe posrednia, reprezentujaca
(w sposob skompresowany) przestrzen B.

Jesli powyzsza metode zmodyfikujemy w ten sposob, ze zastosujemy warstwe
posrednia reprezentujaca przestrzen Y zlozona z trzech neurondw, to przestrzen Y bedzie
trojwymiarowa, czyli dane wejsciowe bedzie mozna oglada¢ na ekranie komputera jako

punkty w przestrzeni trojwymiarowe;.

Rysunek 2.3. Przedstawiony w pracy [1] przyklad zastosowania sieci neuronowej do wizualizacji
10-wymiarowych zbioréw danych.
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Opisana powyzej metoda rzutowania przy pomocy Sieci neuronowe jest inna, niz
metody przedstawione w pracy, poniewaz pozwala przedstawi¢ na ekranie pewne zaleznosci
przestrzenne pomigdzy danymi, zauwazone przez sie¢ neuronowa, jednak przy zatozeniu

wczesniejszego podania wektorow referencyjnych.

2.3.2. SIECI KOHONENA

W pracy [31] przedstawiono sposob pozwalajacy wizualizowaé wiclowymiarowe dane
przy uzyciu sieci Kohonena. Jest to sie¢ neuronowa jednowarstwowa z regutami uczenia
konkurencyjnego, w ktorej wprowadzono pojgcie sasiedztwa. Do kazdego neuronu dochodza
wszystkie wejscia sieci. W trakcie uczenia modyfikacji ulegaja wagi neuronu — Zwycigzcy
(ktorego sygnat wyjsciowy, bedacy odpowiedzia na element ciagu uczacego jest najwigkszy)
oraz (W mnigjszym stopniu) wagi neuronow, bedacych sasiadami zwyci¢zcy. Modyfikacja
wag przebiegaw tym kierunku, by odpowiedz neuronu (zwycigzcy oraz sasiadow zwycigzcy)
na dany element ciagu uczacego byta jeszcze wigksza.

Przyjmujac sasiedztwo dwuwymiarowe (neurony ulozone w siatce linii i kolumn),
mozna bezposrednio reprezentowac wyjscie sieci na ekranie w ten sposob, ze sygnat neuronu
zngjdujacego si¢ w i-tg linii oraz j-tg) kolumnie sieci, bedzie wyswietlony na ekranie jako

punkt o wspotrzednych (i ).

Punidy reprezentujgce podobng Sasiedme neurony rozpo Inaice
eygnaly wejiciowe podobne sygnaly wajiciows

[/
J{f rd
/

PunMy reprezentujace Odlegle neureny rozpoznajace
podobne sygnaly wejtciowe podobne sygnaky wejiciows

Rysunek 2.4. Przedstawione w pracy [31] korzystne i niekorzystne odwzorowania dwuwymiarowych
punktow wejsciowej przestrzeni, przy pomocy jednowymiarowej sieci Kohonena. Jak wida¢ zdarza sie, ze
podobne sygnaly wejsciowe moga by¢ reprezentowane przez odlegle neurony.
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Na rysunku 2.4 pokazano przedstawione w pracy [31] przyktadowe odwzorowanie
przestrzeni dwuwymiarowel w przestrzen jednowymiarowa przy uzyciu sieci Kohonena.
Wada tej metody wizualizacji jest fakt, Zze stosunkowo bliskie obszary wielowymiarowej

przestrzeni wejsciowej, moga by¢ reprezentowane przez odlegle obszary ekranu.

2.4. METODA OSI ROWNOLEGLYCH

Inna metoda wizualizacji wielowymiarowych danych jest metoda rownolegtych osi
wspotrzednych (parallel coordinates) opisana w pracach [10], [14], [19], [20], [22], [34].
W metodzie tej n réwnoleglych osi wspotrzednych rozmieszczonych jest rownomiernie na
ptaszczyznie. Punktowi n-wymiarowemu odpowiada n punktow na plaszczyznie, po jednym
na kazdej osi. Potozenie punktu na i-tej oS odpowiada i-tef wspotrzednej n-wymiarowego
punktu. Punkty na sasiadujacych osiach taczone sa odcinkami tworzac famana ztozona z n-1

odcinkéw, ktora reprezentuje jeden punkt n-wymiarowy (rysunek 2.5).

14 1 1 1 1 1

n4 4 4 i B 4 4
# 2 A pen 5 *E

Rysunek 2.5. Jeden szeSciowymiarowy punkt o wspétrzednych (3,5,6,2,2,4) reprezentowany jest jako
lamana zlozona z S odcinkéw laczacych 6 punktow na plaszczyznie, po jednym punkcie na kazdej z
rownoleglych osi. Polozenie punktu na i-tej osi odpowiada i-tej wspolrzednej szeSciowymiarowego punktu.

Prowadzi si¢ badania (np. praca [27]) maace na celu szukanie metod interpretacji
wyswietlanych w ten sposob danych. Dowodza one, ze powyzszy sposob wizualizacji
umozliwia obserwacje roznego rodzaju cech obserwowanych wielowymiarowych danych, np.
wystepowanie skupisk punktow. Na rysunku 2.6 pokazano przedstawiony w pracy [27]
przyktad zastosowania metody rownolegtych osi wspotrzednych do przedstawienia zbiorow
punktow. Wada tej metody jest fakt, ze ksztalt famanej reprezentujacej n-wymiarowy punkt
zdlezy od wustalonej kolejnosci rozmieszczenia na plaszczyznie osi poszczegdlnych

wspotrzednych.
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Rysunek 2.6. Przedstawiony w pracy [27] przyklad zastosowania réwnoleglych osi wspétrzednych do
wizualizacji 6-wymiarowych zbioréw danych.

2.5. OBRAZ RADAROWY

Podobna do metody rownoleglych osi wspotrzednych jest metoda wizualizacji danych
wielowymiarowych wykorzystujaca obraz radarowy (star graph). Zostata ona przedstawiona
w pracy [28]. W metodzie tg n osi wspotrzednych wychodzi promieniécie z jednego punktu,

dzielac koto na n rownych czesci.

Rysunek 2.7. Na obrazie radarowym jeden szeSciowymiarowy punkt o wspoélrzednych (3,5,6,2,2,4)
reprezentowany jest jako lamana zlozona z 6 odcinkéw laczacych 6 punktéw na plaszczyznie, po jednym
punkcie na kazdej z promieniscie rozchodzacych si¢ osi. Polozenie punktu na i-tej osi odpowiada i-tej
wspélrzednej punktu.
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Kazdy punkt jest reprezentowany przez tamana zamknigta. Lamana przecina i-ta 0§ w miejscu
odpowiadajacym warto$ci i-tef wspotrzednej n-wymiarowego punktu (rysunek 2.7). Wada tej
metody jest fakt, ze przy duzej liczbie wymiaréw wykres ten moze by¢ mato czytelny. Jest to
Zwiazane z tym, ze wraz ze wzrostem liczby osi wspoirzednych maleje kat dzielacy
sasiadujace osie. Druga wada, podobnie jak w poprzednigl metodzie wynika z faktu, ze ksztatt
tamanej reprezentujacej n-wymiarowy punkt zalezy od wybranej kolejnosci rozmieszczenia
0si wspdtrzednych.

Jak wida¢ metoda rownolegtych osi wspotrzednych oraz metoda wykorzystujaca obraz
radarowy sa zupehie inne niz metody przedstawione w pracy. Wynika to z zupeknie innego

Sposobu zobrazowania wiel owymiarowego punktu jako dwuwymiarowej tamane;.

2.6. SKALOWANIE WIELOWYMIAROWE

Do wizuaizacji wielowymiarowych danych wykorzystuje si¢ réwniez skalowanie
wielowymiarowe (multidimensional scaling, MDS). Metoda ta zostata wykorzystana np.
w pakiecie Xgvis [8]. Skalowanie wielowymiarowe jest oparte na obliczaniu odlegtosci
pomigdzy kazda para m-wymiarowych punktéw. Na tej podstawie rozwazana metoda pozwala
uzyska¢ potozenie tych punktow w przestrzeni n-wymiarowej o dowolnegj, zadang liczbie
wymiarow. Oto zarys tej metody: niech djj oznacza odlegtos¢ pomigdzy m-wymiarowymi
punktami nr i oraz j. Skalowanie wielowymiarowe polega na takim rozmieszczeniu punktow
w przestrzeni n-wymiarowej, by odlegtos¢ Dj liczona w te przestrzeni pomigdzy
odwzorowanymi punktami nr i oraz j byta jak najbardziej zblizona do djj. Dziatanie algorytmu

MDS moze polega¢ na iteracyjnej zmianie polozenia losowo (poczatkowo) rozmieszczonych

punktow w przestrzeni n-wymiarowej w ten sposob, by funkcja: S = Z(DU. —d,; )2 przyjeta
>
jak ngmnigjsza warto$¢. Dla n=2 metoda ta pozwala oglada¢ wielowymiarowe dane
bezposrednio na dwuwymiarowym ekranie komputera. Dla n=3 metoda ta pozwala oglada¢
wielowymiarowe dane poprzez przedstawienie na ekranie komputera punktow znajdujacych
Si¢ w przestrzeni 3-wymiarowej. Wada tej metody jest fakt, ze dla bardziej ztozonych
wielowymiarowych danych, przy przyjetym n=2 lub 3 minimum funkcji S bedzie duze.
Oznacza to duze réznice pomigdzy zalezno$ciami punktdw rysowanych na ekranie a
rzeczywistymi zaleznosciami pomigdzy badanymi punktami, co w znacznym stopniu moze
znieksztalci¢ obserwowane dane. Wynika to z faktu, ze w ogolnym przypadku zaleznoS$ci
pomigdzy danymi m-wymiarowymi mozna efektywnie skalowaé¢ wielowymiarowo dopiero

W przestrzeni m-wymiarowsy.
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Rysunek 2.8. Przedstawiony w pracy [29] przyklad zastosowania skalowania wielowymiarowego w
polaczeniu z konstrukcja minimalnego drzewa rozpinajacego do wizualizacji podzialu zbioru punktéw na
dwa skupiska.

Powyzsza metoda zostata wykorzystana np. w pracy [29], w ktorej przedstawiono
metode wizualizacji skupisk wielowymiarowych punktow, wykorzystujaca potaczenie
skal owania wielowymiarowego oraz minimalnego drzewa rozpinajacego. W celu wydzielenia
k skupisk danych najpierw przedstawiono punkty na ptaszczyznie przy pomocy skalowania
wielowymiarowego. Nastepnie skonstruowano minimalne drzewo rozpinajace na grafie
pelnym, ktérego wierzchotkami byly wszystkie przedstawiane punkty, natomiast wartosci
krawgdzi okres§lone zostaty przez odlegtosci pomigdzy punktami. Podziat na & skupisk mogt
nastapi¢ poprzez usunigcie k-1 krawegdzi minimalnego drzewa rozpinajacego, poczynajac od
galezi o najwigkszych wartosciach. Na rysunku 2.8 pokazano przedstawiony w pracy [29]

przyktad zastosowania powyzszej metody do wizualizacji skupisk punktow.

2.7. METODA SCATTERPLOT MATRICES

W  pracach [5],[11],[13] przedstawiono kolgna metod¢  wizualizacji
wielowymiarowych danych, zwana scatterplot matrices. W metodzie tgf wielowymiarowe
dane przedstawione sa przy pomocy serii dwuwymiarowych zaleznosci. Kazda
dwuwymiarowa zaleznos¢ przedstawia zalezno$¢ pomigdzy dwiema zmiennymi. Autorzy tej
metody twierdza, ze informacje stracone poprzez wizualizacje wielowymiarowych danych

przy pomocy dwuwymiarowej zaleznosci, moga zosta¢ zauwazone poprzez jednoczesna
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obserwacje wielu dwuwymiarowych zalezno$ci. Na rysunku 2.9 pokazano przedstawiony w

pracy [13] przyktad zastosowania powyzszej metody do wizualizacji trojwymiarowych

danych.
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Rysunek 2.9. Przedstawiony w pracy [13] przyklad zastosowania metody scatterplot matrices do
wizualizacji zalezno$ci pomi¢dzy 3-wymiarowymi zbiorami danych.

Puste obszary na przekatnej okreslaja nazwy zmiennych. Dwuwymiarowa zalezno$¢, ktora

zngjduje si¢ w i-tym wierszu i j-tg kolumnie, przedstawia zalezno$¢ pomigdzy zmienna,

ktorej nazwa znajduje si¢ w i-tym wierszu a zmienna, ktorej nazwa znajduje si¢ w j-t€j

kolumnie. Wyzej opisana metoda ma istotna wadg. Bowiem informacje stracone poprzez

wizualizacje wielowymiarowych danych przy pomocy dwuwymiarowej zaleznosci, moga by¢

niemozliwe do wuzyskania poprzez jednoczesna obserwacje wielu dwuwymiarowych

zaleznos$ci. Poza tym taka rownoczesna obserwacja wielu zaleznosci jest w praktyce trudna, a

wyniki sa mato czytelne.

2.8. MAPA ODNIESIENIA
W pracach [3],[4] przedstawiono kolgha metodg, tzw. mape odniesienia (relevance

map), Stuzaca do wizualizacji wielowymiarowych danych. Na ptaszczyznie stuzacej do

wizualizacji danych zostgja rozmieszczone specjalne punkty F1, F2, ... Fn, reprezentujace
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poszczegolne cechy. Rozktad punktow reprezentujacych przedstawiane wielowymiarowe
dane odzwierciedla relacje pomigdzy tymi danymi a cechami. Im bardzig i-ta cecha
wystepuje w danym obiekcie, tym blizej powinien leze¢ punkt reprezentujacy dany obiekt
punktu Fi. W ten sposob kazdy punkt Fi, reprezentujacy dana ceche, dzieli ptaszczyzne na
obszary bardzigj oraz mnigj zalezne od cechy nr i (mnigj oraz bardziej odlegte od punktu Fi).
Nie zawsze punkty F1, F2, ...,Fn mozna rozmie$ci¢ w ten sposob, by wszystkie punkty
reprezentujace wizualizowane obickty mogly byé w sposob prawidlowy rozmieszczone.

Witedy dopuszcza si¢ dodanie kopii niektorych punktow Fi reprezentujacych cechy.
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Rysunek 2.10. Przedstawiony w pracy [3] przyklad zastosowania mapy odniesienia do wizualizacji
zaleznoS$ci pomiedzy wielowymiarowymi zbiorami danych. Niektére punkty Fi reprezentujace cechy
powtarzajg si¢ w celu zapewnienia odpowiedniej blisko$ci wszystkim punktom tego wymagajacym.

Na rysunku 2.10 pokazano przedstawiony w pracy [3] przyktad zastosowania
powyzszej metody do wizualizacji wielowymiarowych danych. Wada mapy odniesienia jest
fakt, ze przy jej pomocy mozna przedstawi¢ jedynie relacje obiektow wzglgdem
poszczegolnych z gory zadanych cech, natomiast nie mozna przedstawi¢ relacji

wystepujacych pomigdzy badanymi obiektami.

2.9. OBSZARY MOZAIKOWE
W pracach [16], [17] wprowadzono jeszcze jedna metode, tzw. obszary mozaikowe
(mosaic plots), ktore takze moga by¢ stosowane w celu przedstawienia wielowymiarowych

danych. Stanowia one naturalne rozszerzenie jednowymiarowych wykresow shupkowych.
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Jesli wykres stupkowy rozciagniemy do statej wysokosci 1 podzielimy pionowo wg udziatu
drugigl zmienng zmienigjac szerokos$¢ stupka tak, by powierzchnia odpowiadata warto$ci
pierwszej zmienngj, to otrzymamy wykres dwuwymiarowy. Nastgpna zmienna mozemy
doda¢ poprzez podzielenie kazdego obszaru poziomo. Postgpujac analogicznie mozemy
doda¢ wigcej zmiennych. Na rysunku 2.11 pokazano przedstawiony w pracy [17] sposob

tworzenia obszaréw mozaikowych w celu wizualizacji wielowymiarowych danych.
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Rysunek 2.11. Przedstawione w pracy [17] etapy tworzenia obszar6w mozaikowych.

Z przedstawionych w tym rozdziale metod widaé, ze sa rozne propozycje, ale problem
wizualizacji wielowymiarowych danych nie zostat do tej pory rozwiazany w sposob
zadowalgjacy. Stad wysitek wlozony w opracowanie metod prezentowanych w tej pracy byt

wysitkiem dobrze ukierunkowanym i celowym do poniesienia.



3. KONCEPCJA ,,PATRZENIA W PRZESTRZENIACH
WIELOWYMIAROWYCH”

3.1. WPROWADZENIE

Jak wyglada przestrzen n-wymiarowa? Gdyby$smy si¢ znalezli w takiej przestrzeni
jakie wrazenia wzrokowe by do nas docieraty? Aby odpowiedzie¢ na te pytania zastanowmy
Si¢ najpierw, w jaki sposob odbieramy informacje wzrokowa z otaczajacego nas $wiata?

Siatkowka oka, poprzez ktora odbieramy bodzce wzrokowe z otaczajacego nas $wiata,
jest w przyblizeniu wycinkiem sfery do ktorej dociera $wiatto z zewnatrz poprzez soczewke.
Jest wycinkiem sfery — czyli obraz powstgjacy na niej i przekazywany do mozgu jest
2-wymiarowy. Czlowiek widzi §wiat poprzez parg oczu, czyli docieraja do nas dwa obrazy
2-wymiarowe. Poniewaz do moézgu docieraja dwa obrazy 2-wymiarowe, wigc nasze
rozumienie i wyobrazenie przestrzeni 3-wymiarowej jest wynikiem naszego doswiadczenia i
,uczenia si¢” przez nasz mozg rekonstrukcji tej przestrzeni. Polega ono na poznawaniu tej
przestrzeni poprzez obserwacje obiektow 3-wymiarowych z réznych stron, pod réznymi

katami (ogladanie przedmiotu polega na popatrzeniu na niego z ré6znych stron).

Rysunek 3.1. Mimo, zZe odbieramy obrazy dwuwymiarowe, nasze mézgi rozpoznaja je jako
tréjwymiarowe — trzy réwnolegloboki (figury plaskie) réznej jasnoSci, sklejone krawedziami odbieramy
jako trojwymiarowy szeScian.

Wykorzystuje sie to w kinie i telewizji, w ktorych obserwujemy $wiat poprzez ekran
2-wymiarowy. Wszystkie systemy ,uprzestrzennienia” telewizji i kina polegaja na
dostarczeniu do jednego oka obrazu przesunigtego wzgledem drugiego obrazu dostarczonego
do drugiego oka (przy czym oba obrazy sa 2-wymiarowe). Jesli nasza obserwacja

rzeczywistosci 3-wymiarowej poleganajg rzutowaniu na 2-wymiarowy receptor, to dlaczego
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nie mielibysmy zrobi¢ tego samego z przestrzenia 4,5,...,n — wymiarowa ? W dalszej czgsci
zostanie przedstawione w jaki sposob ,,patrze¢” w takig przestrzeni, czyli jak rzutowac taka

przestrzen na ekran 2-wymiarowy.
3.2. MODEL MATEMATYCZNY

Zdefiniujmy narzedzia matematyczne, Stluzace nam do opisu przestrzeni w ktorej

bedziemy umieszcza¢ obserwowane obiekty.

Def.3.1 Przestrzeniq obserwowanq X bedziemy nazywaé dowolna przestrzen wektorowa

nad cialem F’ liczb rzeczywistych, n-wymiarowa, n>3, z iloczynem skalarnym.

Def.3.2 Punktem obserwowanym a bedziemy nazywaé kazdy wektor przestrzeni

obserwowanej X, czyli kazdy ae X

Def.3.3 5: X x2" —»2F

def

k
5(W,A):{xeX:EIkeN/\EI,Bl,ﬂz,...,ﬂk eF ATv,v,,..,v, €A ,t.z'ex:w+z,8ivi}
i=1

Def.3.4 Niech pip,eX - liniowo niezalezne, weX. Plaszczyzng obserwacyjnqg PcX
bedziemy nazywac P=d(w.{p1p2}).

Zdefiniowana w ten sposob plaszczyzna obserwacyjna P begdzie nam stuzy¢ jako
ekran, poprzez Kktory bedziemy obserwowaé obiekty umieszczone W przestrzeni
obserwowanej X. Wektor w wskazywaé bedzie potozenie srodka tego ekranu, natomiast p1,p»
jego osie. W tym momencie musimy zastanowi¢ si¢ w jaki sposob promienie swietlne odbite
od danego punktu obserwowanego beda zmierzaé do plaszczyzny obserwacyjnej ? W
przestrzeni 3-wymiarowej do danego punktu e pfaszczyzny obserwacyjnej P moga dotrzec
tylko promienie swietlne odbite od najblizszego punktu lezacego na prostej prostopadtej do P
i przechodzacej przez e. W przestrzeni 3-wymiarowsej jest tylko jedna taka prosta. Natomiast
w przestrzeni n-wymiarowe), dla n>3 takich prostych jest wigcej. Pojawia si¢ wigc problem:
do jednego punktu e plaszczyzny obserwacyjnej P moga dotrze¢ jednoczesnie promienie
odbite od wielu punktow obserwowanego obiektu. Mozemy temu zapobiec poprzez wybor w
dang chwili jedng konkretng prostg prostopadtej do P, ktéra bedzie nam sStuzy¢ jako

kierunek wzdtuz ktorego bedziemy w danej chwili dokonywac¢ rzutowania.
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Def.3.5 Kierunkiem rzutowania r na plaszczyzne obserwacyjng P=&w{p1p2}) bedziemy

nazywa¢ dowolny wektor re X taki, ze wektory {p1, p2, r} Sa liniowo niezalezne.

Aby to dokladnie zilustrowaé przyjmijmy na chwile, ze nasza plaszczyzna
obserwacyjna P jest jednowymiarowa i przy jg pomocy chcemy obserwowaé bryle
3-wymiarowa, np. taka jaka jest przedstawiona na rys. 3.1. W celu poznania jej wygladu nie
dos¢, ze bedziemy musi€eli ,,obej$¢ ja ze wszystkich stron”, to dodatkowo z kazdego punktu
widzenia bgdziemy musieli ja ,,przesledzi¢ z gory na dot”. Na rysunku 3.2. pokazano sposob
powstawania obrazu na jednowymiarowe pfaszczyznie obserwacyjnej P. Przedstawiono
roznice w obrazach, powstgacych na jednowymiarowej plaszczyznie obserwacyjnej P,
uzyskane w wyniku zmiany ustawienia kierunku rzutowania r. Jak wida¢ na plaszczyznie
obserwacyjnej P widoczny jest fragment bryly odpowiadajacy ustawieniu P i kierunku
rzutowania r. Jest to sytuacja analogiczna do ,normalnej” obserwacji (przestrzen
3-wymiarowa obserwowana przez oczy 2-wymiarowe), gdzie jesteSmy w stanie dostrzec

jedynie fragment bryty widoczny z danego punktu widzenia.

(a) (b)

.

Rysunek 3.2. Pokazano dwa rézne obrazy powstajace na jednowymiarowej plaszczyinie obserwacyjnej P.
Sytuacje (a) oraz (b) réznia si¢ jedynie innym ustawieniem kierunku rzutowania r.

Na rysunku 3.3 przedstawiono 44 jednowymiarowe plaszczyzny obserwacyjne,
uzyskane w sposob pokazany na rysunku 3.2. Nalezy zwroci¢ uwage na fakt, ze wszystkie
jednowymiarowe pfaszczyzny obserwacyjne przedstawione na tym rysunku roznia si¢ jedynie
wyborem kierunku rzutowania r. Rysunek ten pozwala zauwazy¢, ze zmieniajac punkt

widzenia poprzez zmiang potozenia plaszczyzny obserwacyjnej P, oraz zmienigjac kierunek
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rzutowania r przy danym potozeniu plaszczyzny obserwacyjnej P, mozemy uzyskaé wszystkie
informacje 0 zewngtrznym wygladzie obserwowanego obiektu. Pozwala to na powstanie

W haszym umysle obrazu calo$ci zewnetrznego wygladu obserwowanej bryty.

Rysunek 3.3. Przedstawiono 44 obrazy powstale na jednowymiarowej plaszczyinie obserwacyjnej przy
réznych ustawieniach kierunku rzutowania r. Kazda pozioma linia o szerokosci calego rysunku stanowi
tutaj jednowymiarowa plaszczyzne obserwacyjnq przy konkretnym ustalonym r. Dla przejrzystosci
rozdzielono plaszczyzny obserwacyjne liniami bialymi.

Def.3.6 Kierunek rzutowania r na plaszczyzne obserwacyjng P=0(w.{pip2}) bedziemy

nazywac wlasciwym jesli wektory {p1, p2, r} Sa uktadem ortogonalnym.

Def.3.7 Prostq rownoleglq do reX i przechodzaca przez aeX bedziemy nazywaé zbior
ka X

def
kay = {xeX: JyeF tze x=yrta}

Def.3.8 Rzutem punktu obserwowanego acX zgodnym z kierunkiem rzutowania reX na
plaszczyzne obserwacyjnq P bedziemy nazywac wektor:

ecPnkyr , gdzie ks, jest prostq rownoleglq do r i przechodzaca przez a

Sprawdzmy czy taka definicja rzutu punktu obserwowanego jest prawidtowa, czyli czy
dany punkt obserwowany a bedzie widoczny w co najwyzej jednym miejscu plaszczyzny

obserwacyjnej P. Pokazuje to nastgpujace twierdzenie:
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Twierdzenie 3.1
Niech: P=d(w,{p1p2})-plaszczyzna obserwacyjna,

reX - kierunek rzutowania naptaszczyzne obserwacyjnq P,

aelX,

kay - prosta rownolegta do r i przechodzaca przez a

wtedy: zbior Pk, jest zbiorem co ngjwyzej jednoelementowym

Dowadd:
Hipoteza: Jei#er t.ze erePkay Oraz exe Pkay
czyli:
Jdei#e, takie, ze e1€P A e2eP A e1€kar A ex€kay
korzystajac z definicji P oraz z definicji ko, Otrzymujemy:
AP0, P2, s, PueF t.ze e1= w1 p1to p2 A e2= w3 p1+a p2 Oraz Ay, yreF t.ze e;=yy r+a A
ex=ynrta
Z dwoch ostatnich otrzymanych wzordw na ej, e, Oraz z tego, ze ej#ex; Wynika ya#ys;
przyréwnajmy otrzymane Wzory nae; 0raz przyrownajmy otrzymane wzory na e,, wtedy:
w1 r+a=wtpi pitfops A yorta=wtfzpitfapr A it ye
z obu réwnan policzmy a, wigc:
a=wrprpitfapa- yir Aa=wtBapitfapr-war A iy
przyrownajmy otrzymane wzory na a, wtedy:
wHpBLp1tBep2-yrr =wtBapitfapr-yar A yaFye
przenoszac na jedna strong i grupujac otrzymamy:
(w2- 1) r+ (Br- Ba) pr+ (B2~ Ba) p2=0 A (y2- y1)#20
czyli wektory {p1, p2, r} nie sa liniowo niezalezne — jest to sprzeczne z definicja kierunku

rzutowania r, czyli hipotezafalszywa m

Pokazemy teraz warunek konieczny i wystarczajacy na to by dany punkt obserwowany

a byt widoczny na plaszczyznie obserwacyjnej P:

Twierdzenie 3.2
Niech: P=8(w{prp2})-plaszczyzna obserwacyjna,
reX - kierunek rzutowania naptaszczyzne obserwacyjnq P,
aelX,

kay - prosta rownolegta do r i przechodzaca przez a
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wtedy: Pk # 0 Wtw a-w  jest kombinacja liniowa wektorow {p1, p2, r}
Dowad:
1=
Pkay # D wige: Jee Pk, czyli: JeeX tze ecP A eckay
korzystajac z definicji P oraz z definicji k,r Otrzymujemy:
Ap1,eeF tze e=wtfi pr1tfopr AdweF tze e=yr+a
przyréwnajmy otrzymane wzory na e, wtedy:
Ap1,PoweF tze wrt+a= wHfi pitf p2
wiec:
ApnPaweF tze a-w=p1 p1tfo pat(-w)r
czyli a-w jest kombinacja liniowa wektorow: {pi, p2, ¥} O
2) =
a-w jest kombinacja liniowa wektorow {p1, p2, r} czyli:
18,86,8€F tze a-w=E& prt&o prtésr
zatem:
3&,6,5eF tze (-&)rta=w+é p1+& po
przyjmijmy oznaczenie: e= w+é&; p1+é p2, ee X wtedy:
1&6,56€eF tze e=wt+& p1+&pr A Jy=-E&elF tze e=yr+a
korzystajac z definicji P oraz z definicji ko, Otrzymujemy:
eeP A eckyr Czyli: dee Pk,

ztegowynika, ze: Prkar# < m

Def.3.9 Niech eePrksr - rzut punktu obserwowanego aeX zgodny z kierunkiem
rzutowania reX naplaszczyzne obserwacyjng P=8w{ p1.p2}).
Poloieniem rzutu punktu obserwowanego a bedziemy nazywal pare {f1,[2},
PupoeF tze e= wt+fi prtfo p2

Odleglosciq rzutu punktu obserwowanego a bedziemy nazywac¢ weF t.ze e=yr +a

Oczywiscie zdefiniowana W ten sposob odleglosé rzutu nie spetnia wlasnosci np. metryki ale
jest idealna do naszych potrzeb. Poza odlegtoscia okresla bowiem poprzez znak, rowniez po
ktorej stronie plaszczyzny obserwacyjnej P zngjduje si¢ punkt obserwowany a.

Zastanbwmy si¢ teraz nad nastgpujacym problemem: wezmy plaszczyzne

obserwacyjnq P, dowolny punkt a przestrzeni obserwowanej X oraz dowolny kierunek
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rzutowania r. Wykongimy rzut punktu obserwowanego a zgodnie z kierunkiem rzutowania r
na plaszczyzne obserwacyjng P otrzymujac punkt eeP. Chcemy dowiedziec sig jakie jest
potozenie punktu e na P oraz jaka jest jego odlegtos¢ od a, czyli chcemy policzyé pofozenie
rzutu punktu obserwowanego a Oraz odlegtos¢ rzutu punktu obserwowanego a. Jak to zrobi¢

pokazuje nam nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.3

Niech: X - przestrzen obserwowana, n-wymiarowa, {x1,x, ... xn} —baza X
P=0w{p1p2})-plaszczyzna obserwacyjna, { p1,p»}-uktad ortogonalny,

)2 =Zplvl.xl., P, = szyl.xl. , piielF Vj=12 Vi=12,..,n
i=1

i=1 =
WZZWix,. , wieF Vi=12,.n
i=1

reX - wiasciwy kierunek rzutowania naptaszczyzne obserwacyjnq P,

r:Zrixi, rieF Vi=12,...n

i=1
aeX - punkt obserwowany, a= Zaixl. , aieF Vi=12,.n
i=1
P, weF, t.ze spetniony jest uktad rownan:

ﬂlpl,l + ﬁzpz,l —Yr=a;,—w
ﬁlpl,Z + ﬂzpz,z —Yr,=da; —w,

PPy, + Bapyy —yr, =a, —w,
wtedy: para{ f1,52} jest potozeniem rzutu punktu obserwowanego a,
v jest odleglosciq rzutu punktu obserwowanego a
Dowad:
Z zalozenia mamy: Vi=1,2,...n Lipritfopri - wri=a;-w;
MNozac obie strony rownan przez x; oraz dodajac wszystkie rOwnania stronami otrzymamy:
i(ﬁlpl,i + BaPa — W )xi = an‘, (ai - W )xi

wiec:

n n n n n
Zﬁlpl,ixi +Zﬂ2p2,i i _Zl//rixi zzat‘xi _Zwt‘xi
i-1 i1 i-1 i1 i1
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czyli:

ﬂlznllplvixi + ﬁ'zznl:pzyl.xi - l//an: rX, = an:al.xi —iwl.xi

korzystgjac z przyjetych oznaczen otrzymujemy:

PrpitpPepa- yr=a-w

wiec:

wtpipitfepe=yrta

przez ecX przyjmijmy: e= w+ 1 p1+f2 p2, Wtedy:

A6, poeF tze e=w+pip1tfop2: A JweF tze e=yr+a

korzystajac z definicji P oraz z definicji ko, Otrzymujemy:

ecP neckar A AP, PoeF tze e= w+fipi1tfopr A JWeF tze e=yrt+a
wiec:

deePrkar A 3P1, oeF tze e= wtPip1tfopr A JweF tize e=yr+a
czyli para { f1,52} jest polozeniem rzutu punktu obserwowanego a, oraz v jest odleglosciq

rzutu punktu obserwowanego a m

Opiszemy teraz bryly, ktore bedziemy chcieli obserwowaé w przestrzeni

obserwowanej X. Sa to bryly bedace czgscia wspolna pewnej liczby potprzestrzeni:

Def.3.10Polprzestrzeniq Z,ay zakotwiczonqg w s€X i skierowanq w kierunku deX bedziemy
nazywac zbior:

def

Za ={xeX:(x—s,d)>0}
Def.3.11 Hiperpowierzchniq Sa zakotwiczonqg w s€X i skierowanq w kierunku deX

bedziemy nazywac zbior:

def
S o) ={xe X:(x-s5,d)=0}
Def.3.12Brylq wypuklq Y zawarta w polprzestrzeniach: Zisi a1y , Z2,d2) » - » Z(skok) bdziemy
nazywac zbior:
def k
Y=qxeX ixe| |Zguawm
i=1
Def.3.13Niech Y bedzie brylq wypukiq zawarta w polprzestrzeniach Zs gy, gdziei=1,2,... k.
Fragment hiperpowierzchni S(s iy Nal€zacy do Y bedziemy nazywac scianq bryty Y.



29

Zastanébwmy si¢ chwile jak swiatto odbija si¢ od sciany bryly wypuktej Y ? Wymiar
przestrzeni obserwowanej X jak 1 wymiar bryly wypuklej Y ustalmy np. na 7. Wtedy sciany
bryly wypuklej Y oddzielgjace wnetrze bryly od jej zewngtrza beda obiektami
6-wymiarowymi. Nalezy zauwazy¢, ze $wiatlo moze si¢ odbi¢ od dowolnego punktu
nalezacego do takiej sciany, czyli w przyktadowej sytuacji od dowolnego punktu nalezacego
do obiektu 6-wymiarowego (czyli réwniez od ,,wnetrza” takiego obiektu bedacego sciang).
Pytanie brzmi: jaka jasno$¢ ma mie¢ $wiatlo odbite od danego punktu nalezacego do Sciany
np. 6-wymiarowej? Dzigki powyzszel definicji hiperpowierzchni S(sq) zawiergjacej Sciane
odpowiedz jest banalna: jasno$¢ zalezy od kierunku skierowania d hiperpowierzchni S q)
zawiergjacej dana Sciane, kierunku rzutowania r oraz od kierunku z ktorego biegnie $wiatto.

Zastanébwmy si¢ teraz nad innym problemem. Wezmy dowolny punkt e plaszczyzny
obserwacyjnej P, e P. Aby stwierdzi¢ ktora ze scian bryly wypukiej Y jest widoczna z punktu
e musimy stwierdzi¢ ktéra z nich jest najblizej. W tym celu musimy policzy¢ odleglosé
punktu e od kazdej hiperpowierzchni zawiergjacej sciane. SPosob policzenia tej odlegtosci
podaje nam twierdzenie 3.5. Wczesniej jednak musimy pokazaé, ze z dowolnego punktu
plaszczyzny obserwacyjnej P widoczny jest doktadnie jeden punkt hiperpowierzchni S q)
(niekoniecznie nalezacy do bryly wypuktej Y).

Twierdzenie 3.4
Niech: P=8(w{pwp2})-plaszczyzna obserwacyjna, { p1,p2}-uktad ortogonalny
ecP
reX - wlasciwy kierunek rzutowania naptaszczyzne obserwacyjng P
Sisa)=X - hiperpowierzchnia t.ze (r,d)#0
wtedy: JaeS(;,q) doktadnie jedno t.ze e jest rzutem punktu obserwowanego a

zgodnym z kierunkiem rzutowania r Naplaszczyzne obserwacyjng P

Dowod:
1) Istnienie:
o (e—s,d) B
przyjmijmy: v =-——= oraz a=e-yr
(r,d)

przeksztatcajac pierwsze rownanie i liczac e z drugiego rownania otrzymamy:
(e-s,d)=w(r,d) AnIJyeF tze e=yr+ta
czyli:

(e-s,d)—yw(r,d)=0A3TyeF tze e=yrta
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przeksztatcajac pierwsze rownanie i korzystajac z definicji ko Otrzymujemy:
(e-wr-s,d)=0necky
na poczatku dowodu przyjelismy a=e-y r, podstawigjac do iloczynu skalarnego otrzymujemy:
(a-s,d)=0necky
Z zalozenia ec P wigc:
(@-s,d)=0n ecPrkyy
korzystajac z definicji hiperpowierzchni oraz z definicji rzutu punktu obserwowanego mamy:
ac€Sq oraz e jest rzutem punktu obserwowanego a zgodnym z kierunkiem rzutowania r 0
2) Jedynos¢:
hipoteza: 3 a#b t.ze ecPkar A e€Pkyr A a€S(s,aq) A DES(sa)
korzystajac z definicji ks, Oraz z definicji S, 4) otrzymujemy:
Ayn, el tze e=ynrtane=yrrtba(a-s,d)=0n(b-s,d)=0
wiec:
a=e-ynr Ab=e-yorn(a-s,d)=0A(b-s,d)=0
podstawiajac policzone a oraz b do iloczyndéw skalarnych otrzymujemy:
a=e-ynr Ab=e-yor A(e-yar-s,d)=0n (e-yor-s,d)=0
wiec:
a=e-ynr Ab=e-yor A y(r,d)=(e-s,d) A wo(r,d) =(e-s,d)
Z dwoch ostatnich rownan liczymy w1 oraz y» i otrzymujemy:
a=e-yrr Ab=e-yor A yi =y = M
(r.d)

z tego wynika, ze a=b czyli hipotezafalszywa m

Twierdzenie 3.5
Niech: P=8(w{p1rp2})-plaszczyzna obserwacyjna, { p1,p2}-uktad ortogonalny
ecP czyli M, PoeF tze e= wtfipi1tfo p2
reX - wlasciwy kierunek rzutowania naptaszczyzne obserwacyjnq P
Sisa)=X - hiperpowierzchnia t.ze (r,d)#0
acSya t.ze e jest rzutem punktu obserwowanego a

wtedy: odlegtosé¢ rzutu punktu obserwowanego a WyNosi:

_ (Ww+ Bipy + Bop, =5, d)
(r.d)
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Dowadd:

Na mocy twierdzenia 3.4 wiemy ze: JacSiq t.ze e jest rzutem punktu obserwowanego a
zgodnym z kierunkiem rzutowania r Oraz Z zatozenia e= w1 p1+[f> p2 Wigc:
(a-5,d) = 0 A ecPrkar A e= w1 p1+fe p2

korzystajac z definicji ks, Otrzymujemy:

(a-5,d) =0 A TweF tze e=yrt+a ne=wtpfp1tfop2

przyréwnajmy otrzymane wzory na e, wtedy:

(a-5,d) =0 A wr+a=w+pLp1+Bep2

czyli:

(a-5,d) =0Aa=wt+pipi+fopryr

podstawiajac policzone a do iloczynu skalarnego otrzymujemy:
(wHpLp1tBep2-wr-s,d)=0

Zatem:

w+pip1tPopz-s,d)-y(r,d)=0

wiec:

wtBiprtfopz-s,d) = y(r,d)

(w+ Bip, + Bop, —s,d)

ostatecznie otrzymujemy: y = )
r,

Korzystagjac z twierdzenia 3.5 mozemy sprawdzi¢ dla dowolnego punktu nalezacego
do plaszczyzny obserwacyjnej (ekranu) jego odlegtos¢ w  kierunku r od kazdej
hiperpowierzchni zawiergjacej Sciane bryly. Mozemy wigc sprawdzi¢ ktora ze scian
nalezacych do bryly jest nagblizej, czyli ktora, patrzac w kierunku r z danego punktu
plaszczyzny obserwacyjnej (ekranu) przestania inne wige jest widoczna.

Nastgpne twierdzenie bedzie nam potrzebne do ,rozgladania si¢” w przestrzeni

obserwowanej X

Twierdzenie 3.6
Niech: X - przestrzen obserwowana
{q1, g2,..., gn} — zbi6ér ortonormalny wektoréw z X

gi, q; - dwadowolne, rézne wektory nalezace do {q1, q2,..., gn}

v, v PuBeeF  tze yiel-11] , v, =\1-v." . fi=vw2 ,o=-w1

h1=yaqj + yoqi
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12=prg; + Pogi
wtedy: zbiér powstaly w wyniku zamiany wektorow gi,g; wektorami #, # tzn.
{91, 92,-.., gi-1, t1, Giva, -, Gj-1, B2, Gjs1, -, gn} JESt ZDiOrem ortonormal nym.
Dowod:

1) na poczatku pokazemy, ze powstate wektory f1,f, Sa ortonormalne:

(tu,t2) = (vagq; +veqis Prugy +Poqi) = wvaPulais 45) +vafalass gi) +v2pqi, @) +v2B2qi, ¢) =
v +yaBo= i 1-y,? + 1=y, ? (—yy) = J1-y,* (y —y,) =0

(tn11) = (yag; +wegi, vag; +veq) = vavalg;, q)) +yawala;, gi) +vevalai ) +yvawalgi, gi) =
vy Hyaye= v, +(\/1—712]2 =y +l-y =1

(t2,12) = (Brgy +P2gi, Prg; +B241) = Pufug), 45) +P1S(g;, gi) +P2Prlgis 4;) +BP2gi, i) =
Bipr+Bofpe= yay +(-ya)(-ya) = (\/1—73)2 +y’ =1l-p*+y’ =10

2) musimy jeszcze pokazat, ze wektory f1,t, Sa ortogonalne z dowolnym wektorem g¢n

nalezacym do zbioru {q1, q2,..., gn} pozawektorami g;, gj, czyli:
(t1.gm) = (vagj +v2qi, qm) = wa(gi, gm) +v2(gi, gm) =0
(t2,qm) = (Brgj +P2qi, gm) = Bilg;, gm) +B2(gi, gm) =0 m

Przyimijmy, ze wlasciwy kierunek rzutowania r jest suma n-2 wektorow ro,r1,...,/n-3
takich, ze uktad {pi, p2, ro, 11, 72,-.., rn-3} j€St Ukladem ortonormalnym. Z powyzszego
twierdzenia wynika, ze jeSli wezmiemy dowolna par¢ wektorow ze zbioru
{p1, p2, o, 11, r2,..., ¥n3} | Zastapimy ja para wektorow #,,t, tak jak w omawianym twierdzeniu,
to powstaly w ten sposob zbior rowniez bedzie ortonormalny a wigc nowy uktad {pi,po.7}
bedzie ortogonalny. Czyli zmiana ,kierunku patrzenia” polega¢ bgdzie na wyborze pary
wektorow sposrod zbioru {p1, p2, ro, 71, 2,..., 'n-3} Oraz zastapieniu jej nowa para. Zmiana
taka odpowiada obrotowi w ptaszczyznie utworzonej przez te dwa wektory i stanowi obrot

,,Wokol” podprzestrzeni n-2 wymiarowej

3.3. PRZYKLADY BRYL

Stosujac  wyzej opisany model matematyczny zdefiniowano formalnie kilka
przyktadowych bryt wielowymiarowych oraz przedstawiono je na ekranie komputera.

Rysunki o numerach od 3.4 do 3.9 przedstawiga kostke 4-wymiarowa (bedaca

czterowymiarowym odpowiednikiem szescianu) ogladana z réznych stron, przy réznych
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ustawieniach kierunku rzutowania r. Wida¢ na nich kilka przyktadowych konfiguracji
sklgjonych figur ptaskich o réznej jasnosci, przedstawiajacych wyglad tej kostki. W wyniku
obserwacji zauwazono, ze jednoczesnie mozna byto zobaczy¢ maksymalnie 4 sciany. Stanowi
to pewna indywidualna ceche jako$ciowa obserwowanego obiektu. Nalezy zwrdci¢ uwage, ze
kostka taka ma osiem scian akazda z tych scian jest szescianem trojwymiarowym. Juz w tym
momencie u wigkszosci ludzi wyobraznia zawodzi, poniewaz nasze mozgi nie sa hauczone do
odbioru przestrzeni wigcej niz 3-wymiarowe] poprzez wzrok, brak im w tym wzgledzie
doswiadczenia. W tej sytuacji nalezy sprobowac patrze¢ z roznych stron na rozwazany obiekt

wielowymiarowy i uczy¢ nasz mozg rozumienia takiej bryty.

Rysunek 3.4. Kostka 4-wymiarowa ogladana z odpowiedniej strony i przy odpowiednim kierunku
rzutowania r (kwadrat).

Rysunek 3.5. Kostka 4-wymiarowa (3 sklejone prostokaty).



Rysunek 3.6. Kostka 4-wymiarowa (1 tréjkat i 3 pieciokaty).

Rysunek 3.7. Kostka 4-wymiarowa (2 tréjkaty, 1 czworokat, 1 pieciokat).

Rysunek 3.8. Kostka 4-wymiarowa (3 czworokaty i 1 szesciokat).
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Rysunek 3.9. Kostka 4-wymiarowa (2 tréjkaty, 1 pieciokat, 1 szeSciokat).

Rysunki 0 numerach od 3.10 do 3.13 przedstawigja kostke¢ 7-wymiarowa (be¢daca
siedmiowymiarowym odpowiednikiem sze$cianu) ogladana z réznych stron, przy réznych
ustawieniach kierunku rzutowania r. Wida¢ na nich kilka przyktadowych konfiguracji
sklgjonych figur ptaskich o réznej jasnosci, przedstawiajacych wyglad tej kostki. W wyniku
obserwacji zauwazono, ze jednoczesnic mozna byto zobaczy¢ maksymalnie 7 scian. Stanowi
to pewna indywidualng cechg jako$ciowa obserwowanego obiektu. Zauwazmy, ze kostka taka

ma czternascie scian akazda z tych scian jest kostka szesciowymiarowa.

Rysunek 3.10. Kostka 7-wymiarowa (3 czworokaty i 2 pieciokaty).

Rysunek 3.11. Kostka 7-wymiarowa (4 czworokaty, 1 pi¢ciokat, 1 szeSciokat).
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Rysunek 3.12. Kostka 7-wymiarowa (1 tréjkat, 2 czworokaty, 3 pieciokaty, 1 szeSciokat).

Rysunek 3.13. Kostka 7-wymiarowa (1 tréjkat, 1 czworokat, 4 pieciokaty, 1 szesciokat).

Wigcej uzyskanych widokow przedstawionych bryt pokazano w dodatku A.



4. IMPLEMENTACJA SYSTEMU DO WIZUALIZACJI OBIEKTOW
WIELOWYMIAROWYCH (BRYL WYPUKLYCH)

4.1. PROJEKT SYSTEMU

Budoweg systemu stanowigcego w tej pracy autorska propozycje narzedzia do
,patrzenia” w przestrzeniach wielowymiarowych oparto na programowaniu o charakterze
zdarzeniowym, polegajacym na tym ze program konstruuje si¢ jako zestaw funkcji obstugi,
wywolywanych przez system operacyjny w momencie wystapienia jakiego$ interesujacego
nas zdarzenia (np. wcisnigcie przycisku myszy, wybranie opcji z menu, uzycie klawiatury,
poruszenie mysza, itp.). System stuzacy do wizualizacji bryty n-wymiarowel musi realizowat
nastgpujace zadania:

1) przechowywanie w pamigci komputera opisu bryty n-wymiarowel w odpowiednie)
formie z wykorzystaniem odpowiednich struktur danych.

2) zmiana punktu widzenia obserwowane bryly, poprzez przemieszczanie
obserwatoraw przestrzeni n-wymiarowsy.

3) rysowanie bryly widzianej z danego miejsca przestrzeni.

4.1.1. STRUKTURY DANYCH

Na podstawie definicji 3.1 przyjeto, ze przestrzen obserwowana X jest przestrzenia
wektorowa nad ciatem F, n-wymiarowa, n>3, z iloczynem skalarnym. Ustalono wektory
{x1,x2,....xn} bedace ortonormalna baza przestrzeni X. Ponadto ustalono, ze ciato F' bedzie

ciatem liczb rzeczywistych i iloczyn skalarny bedzie dany wzorem:

def n

(p.9)=> p.a gdziep.geX, p=> px,, q=.4.x
-1

i1 i1
Bryta wypukta Y zgodnie z definicja 3.12 jest cze$cia wspdlna pewnej liczby potprzestrzeni.
Natomiast wg definicji 3.10 kazda potprzestrzen Z, ;) okreslaja w sposob jednoznaczny dwa
wektory: s,deX. W celu opisania bryly wypuklej przyjeto zatem nastepujace struktury
danych:

struct TYP_WEKTOR
{
double X[MAX WYMIAR];
};

struct TYP_POLPRZESTRZEN

{
struct TYP_WEKTOR S,D;
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};
struct TYP_ BRYLA

{
int LICZBA SCIAN;

struct TYP POLPRZESTRZEN POLPRZ[MAX SCIAN];
};

4.1.2. ZMIANA PUNKTU WIDZENIA W PRZESTRZENI n-WYMIAROWEJ

Zgodnie z definicja 3.4 plaszczyzne obserwacyjng P=&w{pip2}) W SpPOSOb
jednoznaczny okreslaja trzy wektory. Dodatkowo na podstawie definicji 3.4 i definicji 3.5
wiemy, ze aby wektor » byt wlasciwym kierunkiem rzutowania, wektory { p1,p2,r} musza by¢
uktadem ortogonalnym. Z powyzszych faktow wynika Zze zmiang punktu widzenia dokonuje
Sie poprzez zmiang wektorow: w,p1,po,r . Zmiang ta mozemy podzieli¢ na dwa rodzaje:

1) Zmiana potozenia obserwatora — nastgpuje poprzez przesunigcie plaszczyzny
obserwacyjnej o dany wektor yeX. Jest to najprostsza operacja, bowiem w celu jg wykonania
wystarczy zmieni¢ wektor w dodajac do niego wektor y.

2) Zmiana , kierunku patrzenia” — nastepuje poprzez zmiang warto$ci wektorow py,po,r
tak by rowniez po zmianie wektory p1,po,r byly uktadem ortogonalnym. Przyjecto, ze wektor r
jest suma n-2 wektorow ro,r1,...,/n3 takich, ze uktad {pi, po, ro, r1, r2,..., rn3} jest uktadem

ortonormalnym. Na podstawie twierdzenia 3.6 wiemy, ze jesli wezmiemy dowolna pare

PARAMETREY PEOCEDTERTY:
weltory ¢, ¢, € A ckalar w, e &

2
wa =1,
G =wa;
Ha=—wy

b = tWad
L =8+
g =&
@3 =L

Rysunek 4.1. Ciag instrukcji shuzacy zmianie dwoch wektoréw ¢,,4, zaleznie od parametru y;. Zmiana
taka odpowiada obrotowi w plaszczyznie utworzonej przez te wektory.
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wektorow ¢1,q2 ze zbioru{p1, p2, ro, r1, r2,..., rn-3} | ZaStapimy ja para wektorow #1,t,, gdzie:

n=yagz + g, 2=Pige+ Pequ, yacl-L1, v, =\1-y.", fi=ve, fo=-y,

to powstaly w ten sposob zbiér rowniez bedzie ortonormalny a wigc nowy uktad {pi,po.7}
bedzie ortogonalny. W zwiazku z powyzszym zmiana , kierunku patrzenia” polega¢ bedzie na
wyborze pary wektorow sposrod zbioru {pi, p2, ro, 1, F2,..., Fn-3} Oraz zastapieniu jg nowa
para. Zmiana taka bgdzie nastgpowata w wyniku naci$nigcia klawisza przyporzadkowanego

dang parze. Spowoduje to obrét w ptaszczyznie utworzonej przez te wektory.

4.1.3. RYSOWANIE BRYLY

Plaszczyzne obserwacyjng P=&w{p1,p2}) W rzeczywistosci reprezentujemy poprzez
dyskretna siatk¢ punktow, mozliwa do przedstawienia na ekranie graficznym. Dla kazdego
punktu takig siatki (0 wspodtrzednych fi, > wzgledem siatki) mozemy na podstawie
twierdzenia 3.5 policzy¢ jego odlegtos¢ w W kierunku r od kazdej hiperpowierzchni S q
zawiergjacej sciane bryly. Dokonujemy tego przy pomocy wzoru:

_ (w+ Bip, + Bop, —s,d)
(r.d)

Mozemy wigc sprawdzi¢ ktora ze scian nalezacych do bryly jest ngjblizej, czyli ktora, patrzac
W kierunku r z danego punktu plaszczyzny obserwacyjnej (ekranu) przestania inne wigc jest
widoczna.

Fakt iz dana hiperpowierzchnia jest ngblizej w kierunku r nie jest wystarczajacy —
nalezy dodatkowo sprawdzi¢ czy punkt a hiperpowierzchni widoczny w kierunku » nalezy do
sciany bryty czyli do fragmentu hiperpowierzchni nalezacego do bryfy. Mozna to zrealizowaé
z definicji bryly (definicja 3.12) poprzez sprawdzenie czy dany punkt a nalezy do kazdej
poiprzestrzeni tworzacej bryfe. Wystarczy wige sprawdzi¢ czy: VZs qiy zachodzi (a-sid;) >0,
gdzie i=1..k oraz Zisia1y » Z2do) » - » Liskdk) - polprzestrzenie W Ktorych zawarta jest bryla
wypukia Y.

Pozostaje ostatni problem: w jaki sposob swiatlo odbija si¢ od sciany bryly wypuktej
Y ? Przyjgto ze patrzac w kierunku r jasno$¢ $wiecenia punktu hiperpowierzchni S q) jest
wprost proporcjonalna do wartosci iloczynu skalarnego (r,d). Sposob dziatania catej wyzej
opisang procedury rysujacej bryfe, zostal przedstawiony w postaci schematu blokowego na
rysunku 4.2. Procedure ta system bgdzie wywotywac¢ po kazdej zmianie jednego z wektorow

w,p1,p2,1.
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@ DARAMETRY PROCEDURY: wektory rpip2.w

Wez pierwszy punkt elranu, Tego polozeme
na ekranie preypiez zmiennym:. 5, £,

|
I ODLEGLOSC=NIESE ONCZONOSEC,
JASNOSC=TLO,
WeZf plerwszg hiperpowierzchne bryly - T,
OFNACE 17 S

!

Wei nastepng
- hpgrpomerzch R S(.s_,aj _]E.St
nig bryty ¥, ostatnia dciang?

loczyn skalarny
(v =07

M

Tr.d
(vt ﬁlpl(: ﬁéfz 5. d) ODL=NIESK ONCZONOSC

Q0L

CDL=MIN ODLEGLOSC?

Cey WZ | ;. a 2achodszi
W+ fp+ Fop—ODLer—5, d)=07

MIN_ODLEGLOSC=0DL:
JASNOSC=(r.d)

: J

OIACE 18 S

Byeuy na elrane punkt o wspéhzednych 5, 5,1
nadaj mu jasnodl zawarty w zmenne) JAZNOIC

—

Wet nastepny /\

] punkt El.(_t’a.flll, M punlt o wepdlrz,
jego poloZenie na (o ' i

e —— ., jest ostatd?
mniennym 5. T

Rysunek 4.2. Schemat blokowy procedury rysujacej bryle wypukla.



41

4.2. SPOSOB UZYTKOWANIA

NiZej opisany system zostal opracowany w oparciu o teori¢ z rozdziatu 3. Stuzy on do
ogladania dowolnych bryt wypuktych, ktérych wymiar nie przekracza 7 a liczba $cian 30. Jest
napisany w jezyku C, przygotowany do pracy w systemie Windows, skompilowany w
srodowisku Borland C++. Pracg z systemem rozpoczynamy od wczytania pliku z opisem
bryty. Nast¢puje to poprzez wybranie z gtownego menu opcji PLIK a nastgpnie CZYTAJ.
Parametry pracy mozemy zmienia¢ przy pomocy opcji PARAMETRY. Poruszanie si¢ po
n-wymiarowe przestrzeni w celu zmiany punktu widzenia, nastgpuje poprzez uzycie
odpowiednich klawiszy. Okno systemu sktada si¢ z dwoch zasadniczych cze$ci: okna
graficznego, ktore stuzy do przedstawiania wygladu ogladanej brylty oraz okna tekstowego, na

ktorym pojawiaja si¢ pewne informacje tekstowe.

B Przestrzen n-wymiarowa _ O] =]
Flik, Opcie D programie

YWymiar przestrzeni: 4

Dlugosc W 11.1302352235
Plaszczyzna obrotu: P1 RO

Rysunek 4.3. Wyglad okna systemu skladajacego si¢ z dwoch czesci: graficznej i tekstowej.

4.2.1. DANE WEJSCIOWE
Opis bryty ktéra chcemy oglada¢, wczytywany jest z pliku o rozszerzeniu ,,dat” w
ktorym informacje zapisane sa w nastepujacym formacie:
1) nagtowek:
1 - (wartos¢ typu integer) Stata wynoszaca jeden, oznacza ze plik opisuje brylg,
n - (wartosc typu integer) wymiar bryty (maksymalnie 7),
k - (wartos¢ typu integer) liczba potprzestrzeni definiujacych brylg (maksymalnie 30).
2) parametry okreslajace k potprzestrzeni definiujacych konkretna brylte:
wektor s - (n wartosci typu float) wspolrzedne wektora s1 potprzestrzeni Z q1),

wektor d; - (n wartosci typu float) wspolrzedne wektora dq potprzestrzeni Zs1 41y,

wektor sy - (n wartosci typu float) wspotrzgdne wektora sy potprzestrzeni Z ),
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wektor dy - (n wartosci typu float) wspotrzedne wektora dy potprzestrzeni Zs ax),

gdzie Zisidy) » Z2d2) 5 - » Z(skd) - POIprzestrzenie w ktorych zawarta jest definiowana bryta
(zgodnie z definicja 3.12). Jak tatwo zauwazy¢, plik ma poprawny format jesli po trzech
wartosciach typu integer zawiera 2*n*k wartosci typu float. Przyktadowa procedura
generujaca plik z bryta wypukla zawarta w strukturze BRYLA (typu struct TYP_BRYLA
opisanego w punkcie 4.1.1) wyglada nastepujaco:

int zapisz_plik(char nazwa[])

{

float wx;
int i,3;
FILE *w_pliku;

w_pliku = fopen(nazwa,"wb"); if (w_pliku==NULL) return 1;

fprintf (w_pliku,"%d\n",1); // typ obiektdw
fprintf (w_pliku,"%d\n",WYMIAR) ; // liczba wymiardw
fprintf (w_pliku,"%d\n" ,BRYLA.LICZBA SCIAN); // liczba $cian
for (i=0;i< (BRYLA.LICZBA SCIAN) ;i++)
{
for (j=0;j<WYMIAR; j++)
{

wx=BRYLA.POLPRZ[i] .S.X[j];
fprintf (w_pliku,"$£f\n",wx) ;

}
for (j=0;j<WYMIAR; j++)

{
wx=BRYLA.POLPRZ[i] .D.X[j];

fprintf (w_pliku,"$£f\n",wx) ;
}
}
fclose (w_pliku);
return O;

}

Wczytanie pliku z opisem bryty nastepuje poprzez wybranie z gtdwnego menu opcji
PLIK anastgpnie CZYTAJ.

4.2.2. PARAMETRY

Wybiergjac w menu opcj¢ PARAMETRY mozemy zmieniaé pewne ustawienia
programu, mianowicie:

1) KOLOR TLA — zmienigjac ten parametr mozemy wybrac¢ biate lub czarne tto na

ktorym przedstawiana bgdzie ogladana bryta.
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2) SKOK OBROTU - parametr reprezentujacy kat obrotu o jaki zmieni si¢ ,,kierunek
patrzenia” w wyniku naciéniecia jednego z klawiszy przyporzadkowanych takiej zmianie.
3) SKOK PRZESUNIECIA — okresla wielko$¢ przemieszczenia obserwatora w

wyniku uzycia jednego z klawiszy powodujacych zmiang jego potozenia.

: =S ES
Kolor tla [0-czarny, 1-bialy] 0
Skok obrotu [0-1) 0.300000
Skok przesuniecia 10.000000

Rysunek 4.4. Wyglad okna wywolywanego w celu zmiany parametrow.

4.2.3. FUNKCJE KLAWISZY
W celu zmiany punktu widzenia mozemy si¢ poruszaé¢ po n-wymiarowe przestrzeni

poprzez uzycie odpowiednich klawiszy.

BICAERIE OO (1
ODEEREGEEEMEEAE
= @WERENODEPO8

Enter
- @EEEEOA®E )
ER | GUA0ON I ER
[cm} [AItJ [ ] [AItJ [cm}

Rysunek 4.5. Kolorami oznaczono klawisze stuzgce do poruszania si¢ po n-wymiarowej przestrzeni.

(1) kolor zéity — klawisze sluzace zmianie polozenia wzdluz osi wspélrzednych, (2) kolor niebieski —

zmiana polozenia wzdtuz kierunku rzutowania r, (3) kolor czerwony — zmiana polozenia wzdluz osi
plaszczyzny obserwacyjnej, (4) kolor zielony — zmiana ,,Kierunku patrzenia”.

1) Zmiana potozenia wzdluz osi wspotrzednych — stuza do tego klawisze z
podstawowej klawiatury, oznaczone cyframi 1,2,3,...,7. Przemieszczenie wzdtuz i-tg osi
wspotrzednych nastgpuje poprzez wcisnigeie klawisza z cyfra 7, czyli przemieszczenie wzdtuz
os nr 1 po wcisnigciu klawisza z cyfra 1, wzdhuz osi nr 2 po wecisnigciu klawisza z cyfra 2,
itd. Liczba aktywnych klawiszy zalezy bezposrednio od liczby wymiarow — dla bryty np.

czterowymiarowe aktywne sa klawisze 1,2,3,4. Warto$¢ przemieszczenia, ktore nastgpuje



przy jednokrotnym uzyciu odpowiedzialnego za to klawisza, zawarta jest w parametrze
SKOK PRZESUNIECIA. Jesli natomiast uzyjemy tego klawisza tacznie z klawiszem SHIFT
to przemieszczenie nastapi o ujemng warto$¢ parametru SKOK PRZESUNIECIA, czyli w
przeciwna strong.

2) Zmiana potozenia wzdluz kierunku rzutowania r — przemieszczenie nastepuje
poprzez wcisni¢cie klawisza ze znakiem ,,<” (przemieszczenie ,,do przodu”) lub ,>”
(przemieszczenie ,,do tytu”). Warto$¢ przemieszczenia, ktore nastgpuje przy jednokrotnym
uzyciu klawisza, zawarta jest w parametrze SKOK PRZESUNIECIA.

3) Zmiana potozenia wzdtuz osi p1, p2 plaszczyzny obserwacyjnej P. Przemieszczenie

obserwatora nastgpuje poprzez wcisnigeie nastepujacych klawiszy:

- klawisz ,,|” - przemieszczenie w prawo,
- klawisz ,,]” - przemieszczenie w lewo,
- klawisz ,,{” - przemieszczenie w dot,

- klawisz ,,}” - przemieszczenie w gore.

Rysunek 4.6. Przedstawiono efekt uzycia klawiszy odpowiedzialnych za zmiang polozenia wzdluz osi
plaszezyzny obserwacyjnej P. Rysunki kolejno od lewej przedstawiaja przemieszczenie obserwatora:
(1) w prawo, (2) w lewo, (3) w ddél, (4) w gére.

Wartos¢ przemieszczenia, ktore nastgpuje przy jednokrotnym uzyciu klawisza, zawarta jest w
parametrze SKOK PRZESUNIECIA.

4) Zmiana ,kierunku patrzenia” - jak juz wspomniano w punkcie 4.1.2 nastgpuje
poprzez  odpowiednia  zmiang pary  wektorow z  ortonormalnego  zbioru
{p1, p2, ro, r1, r2,..., rn-3} . Przypomnijmy, ze pi1, p» 0znaczaja wektory definiujace plaszczyzne
obserwacyjng a suma wektorow ro, r1, r2,..., 'n-3  Stanowi  wektor bedacy wfasciwym
kierunkiem rzutowania r. Kazdej parze przyporzadkowano odpowiedni klawisz, ustalajac
pewna kolejnos¢ par oraz pewha kolejnos¢ klawiszy. Ustalono dla zbioru
{p1, p2, ro, r1, r2,..., rn-3} KOlgiNOSE par w nastgpujacy sposob:

{]91, pZ} 1{p11 7’0} 1{p1! 1”1} !""{pL l"n.3} )
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{p2, ro} {p2, 1} {p2, 2} ... {p2, rn3},

{ro, i} {ro, 2} {ro, ra},---{ro, -3},

{rna, s}

Kolgng parze przyporzadkowany zostat kolejny klawisz z oznaczeniem literowym.
Kolgnos¢ klawiszy z literami ustalono wg ich fizycznego potozenia na klawiaturze, z lewa na
prawo oraz z gory na dot, czyli: qwertyuiopasdfghjklzx. Aktywnych jest tyle klawiszy ile jest
dwuelementowych podzbiorow zbioru {p1, p2, ro, r1, 2,..., rn-3}, Czyli: n(n-1)/2. Narysunkach
4.7. 1 4.8. przedstawiono dla przyktadu, przyporzadkowanie parom wektorow klawiszy dla

przestrzeni 4-wymiarowej i 7-wymiarowsy.

Y@\ # ) $ A& O + (|
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Rysunek 4.7. Klawisze stuzace do zmiany ,,kierunku patrzenia” w przestrzeni czterowymiarowej.

Zmiana wybrang pary wektoréow, ktora nastgpuje przy jednokrotnym uzyciu
odpowiedzialnego za to klawisza, zawarta jest w parametrze SKOK OBROTU i oznacza

obrot w ptaszezyznie wyznaczonej przez ta par¢ wektorow.
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Rysunek 4.8. Klawisze sluzgce do zmiany ,,kierunku patrzenia” w przestrzeni siedmiowymiarowej.
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Jesli natomiast uzyjemy tego klawisza tacznie z klawiszem SHIFT to zmiana nastapi o

ujemna warto$¢ parametru SKOK OBROTU, co oznacza obrot w przeciwna strong.

Rysunek 4.9. Przedstawiono efekt uzycia klawiszy odpowiedzialnych za zmiang ,,kierunku patrzenia”
w przestrzeni 3-wymiarowej. Rysunki kolejno od lewej przedstawiaja: (1) sytuacja wyjsciowa, (2) zmiana
wektorow pl p2, (3) zmiana wektoréw pl r0, (4) zmiana wektorow p2 r0.

Jezeli zmianie ulega para wektorow wsrdd ktorych znajduje si¢ wektor py lub p,, 0znacza to
zmiang ustawienia plaszczyzny obserwacyjnej (ekranu). Jesli natomiast zmianie ulega para
wektorow wsrod ktorych znajduje si¢ wektor rj, dla i=0..n-3, 0znacza to zmiang ustawienia

wiasciwego kierunku rzutowania r.

4.2.4. OKNO TEKSTOWE

W oknie tekstowym pojawiga si¢ nastgpujace informacje:

- WYMIAR PRZESTRZENI - okresla liczbe wymiarow przestrzeni w ktorej znajduje
Si¢ obserwowana bryta,

- DLUGOSC W - okresla odlegloéé plaszczyzny obserwacyjnej od $rodka uktadu
wspotrzednych,

- PLASZCZYZNA OBROTU - przedstawia par¢ wektorow, ktore braly udziat

w ostatnigj zmianie , kierunku patrzenia”.

4.2.5. OKNO GRAFICZNE

W tym oknie pojawia si¢ wyglad ogladanej bryty. Wielkos$¢ okna graficznego mozemy
zmienia¢ rozciagajac okno systemu kursorem myszy. Bezposrednio od wielkosci okna
graficznego zalezy szybko$¢ dziatania programu, bowiem procedura rysujaca bryte, dla
kazdego punktu okna graficznego liczy jego jasnos$¢. Nie nalezy wigc stosowaé wigkszego
okna, niz jest aktualnie potrzebne dla poprawnej orientacji w ksztalcie bryty, bo powoduje to

ZnaczaCe pogorszenie sprawnosci obliczeniowej programu.



5. PROBLEM WIZUALIZACJI WIELOWYMIAROWYCH ZBIOROW
DANYCH DYSKRETNYCH

Zdarza si¢, ze bardzo zlozona rzeczywistos¢ trzeba koniecznie rozpatrywaé, biorac
pod uwage duza liczbe aspektow. Hurtownie danych bedace duzymi analitycznymi bazami
danych, stuzacymi wszelkiego rodzaju analizom, czgsto stanowia cenne zrodto danych —
jednak z reguty wielowymiarowych. Pozyskanie z takiej bazy konkretnych informacji moze
by¢ utatwione poprzez mozliwosé jakosciowej oceny tych danych. W dalszej czesci tego
rozdzialu zostang przedstawione przykltady zagadnien wymagajacych jakos$ciowego

(pogladowego) analizowania zbioréw danych wielowymiarowych.

5.1. ROZPOZNAWANIE OBRAZOW

Teoria rozpoznawania obrazéw rozwingta si¢ wraz z badaniami zwigzanymi ze
sztuczng inteligencja, majacymi na celu uzyskanie od komputeréow dziatan podobnych do
tych, jakie realizuje cztowick za pomoca swojej inteligencji (literatura [32]). Zadanie
rozpoznawania obrazéw w ogdlnym przypadku polega na okresleniu przynaleznosci
rozmaitego rodzaju obiektow do pewnych klas. Ma to nastapi¢ w sytuacji, w ktorej jedyna
wiedza jaka dysponujemy na temat wymaganych form dziatania algorytmu rozpoznajacego
zawarta jest w ciagu uczacym, ztozonym z obiektow dla ktorych znana jest prawidlowa
klasyfikacja— ale nie reguty rzadzace ta klasyfikacja.

Oznaczmy przez Z zbior obiektow podlegajacych rozpoznawaniu. Przyjmijmy, ze

istnigje natym zbiorze relacja rownowaznosci KcZxZ dzielaca zbior Znaklasy Z' takie, ze:

7= UZ ', gdzie - zbiér indeksow klas.

iel
Zadanie rozpoznawania polega na znalezieniu odwzorowania g: Z—1, przyporzadkowujacego
rozpoznawanemu obiektowi ze zbioru Z numer klasy réwnowaznosci, do ktorej ten obiekt
nalezy. W klasycznych metodach rozpoznawania obrazéw (literatura [32]) odwzorowanie g
realizowane jest jako ztozenie trzech odwzorowan g=c*bea , gdzie:

1) a:Z—>X nazywane recepcjq - odwzorowanie to przyporzadkowuje obiektowi ze
zbioru Z punkt w wielowymiarowej przestrzeni cech X. Liczba wymiaréw przestrzeni X
zalezy od liczby rozpatrywanych cech rozpoznawanych obiektéw ze zbioru Z.

2) b: X— 9" oznacza obliczanie wartosci tzw. funkcji przynaleznosci. Odwzorowanie

to przyporzadkowuje punktowi z przestrzeni cech (pewnemu nieznanemu obiektowi
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podlegajacemu rozpoznawaniu) pewna miare ,,podobiefstwa” do poszczegdlnych klas Z ',
gdzie L oznacza liczbg klas. Czyli ,,podobienstwo” mozemy tu przedstawi¢ jako wektor
Zlozony z L liczb rzeczywistych,

3) c: 9 —I oznacza proces podgjmowania decyzji, w wyniku ktérego warto$ciom
funkcji przynaleznosci przyporzadkowywany jest numer klasy, do ktorej badany obiekt
nalezy.

W opisanym powyzej procesie rozpoznawania, istotna rol¢ odgrywa wybor cech
branych pod uwage przy konstrukcji wielowymiarowej przestrzeni X. Bowiem poprawnoscé
dalszego procesu rozpoznawania zalezy bezposrednio od wzaemnego rozmieszczenia
poszczegolnych klas w tej przestrzeni. Dodatkowe utrudnienie jest spowodowane tym, ze
niepowodzenie agorytmu rozpoznagjacego wcale nie musi $wiadczy¢é o zlym wyborze
przestrzeni cech X. Konieczna wtedy staje si¢ mozliwo$¢ jakosciowej analizy rozmieszczenia
W przestrzeni X zbiorow punktow, reprezentujacych poszczegolne klasy.

Mozliwo$¢ powstania skutecznego algorytmu rozpoznajacego, uzalezniona jest
bezposrednio od nastgpujacych jakosciowych wlasnosci zbioréw punktow bedacych
reprezentantami poszczegolnych klas:

1) Zachodzenie na siebie zbiorow, czyli czesciowe lub calkowite pokrywanie sig
podobszarow przestrzeni cech przynalezacych do poszczegdlnych zbioréw. Wystapienie tego
zjawiska §wiadczy o tym, ze cechy wybrane do reprezentacji rozpoznawanych obiektow, nie
sa do tego wystarczajace. Rozwiazaniem tego problemu moze by¢ inny dobor cech, z ktérych
konstruujemy przestrzen cech X. Jesli dobor innych cech nie jest mozliwy oznacza to, ze dany
problem rozpoznawaniajest nierozwiazywalny.

2) Wystepowanie punktéw bedacych zakloceniami. Moga one powsta¢ np. w wyniku
zlego przyporzadkowania niektorych obiektow do niewlasciwych klas w trakcie tworzenia
Ciagu uczacego. Jesli analiza jakoSciowa pozwolitaby zauwazy¢ punkty bedace zaktoceniami,
wtedy mozna by je pomina¢ w dalszej analizie. Dzigki temu mozna unikna¢ sytuacji w ktorej
na podstawie zakltocen wyciagnicte zostaja btedne wnioski, prowadzace do powstania btedne;j
procedury rozpoznagjace;j.

3) Nigednospojnos¢ zbioru punktow reprezentujacych dana klasg. Zauwazenie tej
wiasnosci pozwala unikna¢ sytuacji, w ktorej procedura rozpoznajaca ,,na sit¢” stara si¢ objac
punkty nalezace w istocie do kilku klas jednym spojnym obszarem. Jest to istotne szczeg6lnie
wtedy, gdy pomigdzy dwoma obszarami zawiergjacymi punkty reprezentujace dana klasg,

zngjduje si¢ obszar zawierajacy punkty reprezentujace inng klasg.
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Analiza jakosciowa struktury zbioru danych uczacych w przestrzeni cech X, mogtaby
pozwoli¢ na bezposrednie zaobserwowanie powyzszych wilasno$ci oraz na skorygowanie

zadan stawianych w efekcie algorytmom rozpoznawania.

5.2. EKONOMIA

Ekonometria jest dziedzing nauki zajmujaca si¢ badaniem zalezno$ci pomigdzy
zmiennymi reprezentujacymi procesy i zjawiska ekonomiczne, na podstawie materiatu
empirycznego. Poniewaz zjawiska te sa bardzo zlozone, postrzegajac je operujemy w sposob
mnig lub bardzig $wiadomy wieloma wymiarami danych (literatura [36], [33]). Dla celow
ekonomii opracowano wiele metod stuzacych ukazaniu struktury danych opisujacych ztozone
zagadnienia, poprzez analize wielowymiarowej przestrzeni, w ktorej punkty odpowiadaja
badanym obiektom. Jednak metody te sa na ogoél metodami ilo$ciowymi. Istota metod
opisywanych w te pracy umozliwia jakesciowa analiz¢ danych wielowymiarowych w

opisanych nizej przyktadowych problemach.

5.2.1. OCENA KONDYCJI FIRMY

Kondycje¢ firmy opisuje wiele wskaznikow ekonomiczno-finansowych oraz
rynkowych. Uzyskanie z tg liczng grupy wskaznikéw obiektywnej oceny w postaci jednej
syntetyczngg miary bywa czesto bardzo zlozone. Jedna z metod wykorzystywanych do
rozwiazania tego problemu jest analiza dyskryminacyjna. Polega ona na przyporzadkowaniu
dang obserwacji do jedngj z wczesniej ustalonych grup. Stan firmy reprezentowany jest przez
punkt w wielowymiarowej przestrzeni w ktorej kazdy ze wskaznikow opisujacych firmg
stanowi jeden wymiar. Poszczegolne grupy reprezentowane sa poprzez punkty odpowiadajace
firmom bedacym reprezentantami tych grup. Przyporzadkowanie do danej grupy mozna
zrealizowat dzielac przestrzen przy pomocy odpowiednig funkcji dyskryminacyjne.
Problemem jest wybor funkcji potrafiacej odpowiednio podzieli¢ omawiang przestrzen.

Potozenie punktu reprezentujacego badana firm¢ w obszarze wystgpowania punktow
reprezentujacych firmy dobrze prosperujace, $wiadczy o jej dobrej kondycji. Jakosciowa
obserwacja takig przestrzeni mogtaby pozwoli¢ stwierdzi¢ w sposob bezposredni, w obrebie

ktorej grupy punktéw znajduje si¢ punkt reprezentujacy badana firme.

5.2.2. SEGMENTACJA RYNKU
Rynki sktadaja si¢ z nabywcow o roéznych potrzebach. Segmentacja rynku polega na
podziale rynku na klasy nabywcow. Nastepuje to na podstawie podobienstwa wybranych
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kryteriow charakteryzujacych klientoéw. Dzigki segmentacji mozna oceni¢ atrakcyjno$é
rynkowa uzyskanych grup konsumentow. Przedsigbiorstwo moze dotrze¢ do odpowiedniej
grupy konsumentow, dostosowaé produkt do ich potrzeb oraz zauwazy¢ réznego rodzaju
zmiany w preferencjach.

Klient reprezentowany jest przez punkt w wielowymiarowej przestrzeni w ktorej
kazdy z kryteriow go charakteryzujacych stanowi jeden wymiar. W takiej sytuacji
segmentacja polega na zauwazeniu pewnych skupisk punktow reprezentujacych grupy
konsumentow. Analiza jakosciowa takiej przestrzeni moglaby pozwoli¢ na bezposrednie

zaobserwowanie tych skupisk.

5.2.3. WYKRYWANIE LUKI NA RYNKU

Jedna ze strategii marketingowych jest poszukiwanie luki rynkowej, czyli nowej
pozycji w $wiadomosci klientow, odpowiadajacej pozadanemu towarowi lub ushudze —
ktorych brak. Sposob w jaki konsumenci postrzegaja produkty mozna przedstawi¢ w postaci
wielowymiarowe przestrzeni. Umozliwia ona obserwacj¢ cech towarow, ktore sa dla
klientow najbardziej pozadane. Kazdy wymiar tej przestrzeni okresla konkretna cechg towaru
postrzegana przez klientow. Analiza jako$ciowa takiej przestrzeni moze pomoc w znalezieniu
odpowiednich obszarow, ktore nie sa zapelnione punktami. Obszary te moga stanowic
poszukiwana luke rynkowa, czyli moga sugerowaé odpowiednie potaczenie pozadanych cech

towarow, ktorych nie speiniaja towary bedace na rynku.

5.2.4. WYKRYWANIE NIETYPOWYCH ZACHOWAN KLIENTOW

Zachowanie klienta mozna opisa¢ wieloma parametrami. Je§li kazdy z parametrow
potraktujemy jako wymiar przestrzeni wielowymiarowej, to zachowanie klienta bedzie
reprezentowane poprzez punkt. Nietypowe zachowanie klienta bedzie zauwazalne jako
odosobniony punkt w przestrzeni. Mozna je rozpatrywac jako nietypowe zachowanie danego
klienta na tle innych klientow lub nietypowe zachowanie danego klienta w porownaniu z jego
wczesniejszym  zachowaniem. Nietypowe zachowanie na tle innych s$wiadczy o
indywidualnosci klienta, co moze by¢ pozytywne (np. zysk banku dzigki duzym obrotom
klienta), neutralne lub negatywne (np. cheé oszukania banku przez kredytobiorce). Natomiast
nietypowe zachowanie w porownaniu z wezesniejszymi przyzwyczajeniami moze $wiadczy¢
0 zmianie preferencji klienta (mozna wtedy skierowa¢ do klienta nowa ofertg) lub o tym, ze

migjsce klienta zgjat kto$ inny (np. w wyniku kradziezy karty kredytowej). Z powyzszego
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wynika, ze niezaleznie od przyczyny - Korzystne jest zauwazenie nietypowego zachowania
klienta.
Jakosciowa analiza wielowymiarowej przestrzeni moze pomdc w  wykryciu

odosobnionych punktéw reprezentujacych nietypowe zachowania klientow.

5.3. WYSTEPOWANIE ZLOZ

Rozwoj metod 1 aparatury pomiarowej oraz Systemoéw interpretacyjnych stuzacych
wykrywaniu zt6z surowcoéw naturalnych, spowodowat mozliwo$¢ kompleksowego podejscia
do rozwiazywania problemow zlozowych. Skomplikowane warunki geologiczne w jakich
wystepuja ztoza, zmuszaja do jednoczesnego uzycia wielu metod pomiarowych. Stosuje si¢
pomiary z uzyciem fal sejsmicznych, profilowania termicznego, fal akustycznych, itd. Wiele
metod pomiarowych oznacza, ze wyniki mozna rozpatrywa¢ w wielu aspektach. Prowadzi to
do mozliwosci interpretacji wynikow badan jako punktow wielowymiarowej przestrzeni.

Wystepowanie punktu reprezentujacego badany obszar geologiczny w obszarze
wystepowania punktow reprezentujacych znane ztoza §wiadczy o ich pewnym podobienstwie.
Analiza jakosciowa mogtaby pozwoli¢ stwierdzi¢, w obrgbie ktorej grupy punktow znajduje
Sie punkt reprezentujacy badane zloze, co znaczaco ulatwia interpretacje danych
geofizycznych.

Na podstawie przedstawionych przyktadow wida¢ jak roznorodne moga by¢
zastosowania jakosciowej analizy danych wielowymiarowych. Mozna ja wykorzystaé
wszedzie tam, gdzie mamy do czynienia z rzeczywistoscia, ktéra mozna rozpatrywaé w wielu

ptaszczyznach, aspektach, wymiarach.



6. METODA WIZUALIZACJI WIELOWYMIAROWYCH DANYCH
DYSKRETNYCH

6.1. WPROWADZENIE

W rozdzide 3 pokazano w jaki sposob mozna wizualizowaé n-wymiarowe bryty
wypukte. Teraz zastanowmy si¢ jak wyglada sytuacja z wizualizacja punktow w przestrzeni n-
wymiarowej. Na podstawie twierdzenia 3.3 wiemy, ze policzenie polozenia rzutu punktu
obserwowanego a, oraz odleglosci rzutu punktu obserwowanego a sprowadza sSi¢ do
rozwiazania uktadu n-rownan z 3 niewiadomymi (gdzie n 0znacza wymiar przestrzeni). Jak
tatwo zauwazy¢, dla danego punktu obserwowanego a, przy ustalonym n>3 powyzszy uktad
rownan moze nie mie¢ rozwigzania. Oznacza to w praktyce, ze dany punkt obserwowany a
nie bedzie widoczny na plaszczyznie obserwacyjnej P.

Zobrazujmy powyzszy wniosek na przykladzie. W tym celu wezmy przestrzen
obserwowanqg X 3-wymiarowa (przyktad z przestrzenia wigcej wymiarowa trudniej byloby
zrozumie¢). W tej sytuacji aby uktad rownan z twierdzenia 3.3 mial wigcej rownan niz
niewiadomych przyjmijmy na chwile, ze plaszczyzna obserwacyjna P jest jednowymiarowa
(tzn. Ze mozemy obserwowac rozwazana rzeczywisto$¢ nie poprzez wycinek plaszczyzny
dwuwymiarowej lecz poprzez wycinek prostg). Dodatkowo wezmy wektor » bedacy
wlasciwym kierunkiem rzutowania naplaszczyzne obserwacyjng P. Przyktad przyjetej sytuacji

przedstawia rysunek 6.1.

e

Rysunek 6.1. Przedstawiono sytuacje, gdy plaszczyzna obserwacyjna P jest jednowymiarowa, przestrzen
obserwowana X 3-wymiarowa, r jest wlasciwym kierunkiem rzutowania na P.
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Dla danego punktu obserwowanego a wyznaczmy ka, (Czyli prostq rownoleglq do r i
przechodzaca przez a). Jak wida na rys. 6.2 prosta kar nie musi mie¢ punktow wspolnych z
P (wynika to rowniez z twierdzenia 3.2). Natomiast kyy Zzawsze ma dokladnie jeden punkt
wspolny z hiperpowierzchniq S (W przestrzeni 3-wymiarowej hiperpowierzchnia S jest
ptaszczyzna) zawierajaca P i prostopadta do » (fakt ten dla ogolnego przypadku zostanie

udowodniony w twierdzeniu 6.2).

Rysunek 6.2. Prosta rownolegta do r i przechodzaca przez a nie musi mie¢ punktéw wspélnych z P,
natomiast ma zawsze dokladnie jeden punkt wspélny z hiperpowierzchniq S zawierajaca P i prostopadla
do r. W powyzszej sytuacji tylko punkt a, bedzie widoczny przy pomocy plaszczyzny obserwacyjnej P.

W praktyce tylko przy szczegoélnych ustawieniach plaszczyzny obserwacyjnej P byloby
mozliwe obserwowanie jakichkolwiek punktow. Oznacza to, ze w wigkszo$ci sytuacji
obserwacja danego zbioru punktow sprowadzataby si¢ do tego, ze przy pomocy plaszczyzny
obserwacyjnej P nic nie byloby wida¢. Aby temu zapobiec przyjmijmy, ze na plaszczyznie
obserwacyjnej P widoczne sa nie tylko punkty lezace na prostych rownoleglych do r i
przechodzacych przez P ae réwniez te punkty ktore leza na prostych réwnoleglych do r i
przechodzacych przez S (czyli hiperpowierzchnie zawiergjaca P i prostopadta do ) w
odlegtoséci mniejszej od pewnej ustalonej warto$ci od plaszczyzny obserwacyjnej P. Odlegtosé
ta dla danego punktu obserwowanego a bedzie reprezentowana przez wektor b, nazwany
promieniem tunelu (formana definicja promienia tunelu zostanie wprowadzona w dalsze
Czesci pracy). W przedstawionej sytuacji w danym punkcie e plaszczyzny obserwacyjnej P
beda mogly by¢ widoczne wszystkie punkty znajdujace si¢ W tunelu 0 przekroju bedacym
odcinkiem i rozciagajacym si¢ wzdtuz r.
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Rysunek 6.3. Przedstawiono tunel T punktu e (obszar zakreskowany poziomymi liniami). Wszystkie
punkty nalezace do tunelu T beda widoczne w punkcie e plaszczyzny obserwacyjnej P.

Natomiast w 0golnej sytuacji w danym punkcie e plaszczyzny obserwacyjnej P beda widoczne
wszystkie punkty zngidujace sie w tunelu 0 przekroju bedacym kula »n-3 wymiarowa i
rozciagajacym si¢ wzdhuz kierunku rzutowania r. Przedstawione powyzej w sposob intuicyjny

fakty teraz sformalizujmy i udowodnijmy.

6.2. MODEL MATEMATYCZNY
Na poczatku udowodnimy, ze hiperpowierzchnia zakotwiczona w punkcie w i
skierowanaw kierunku r» (r-wtasciwy kierunek rzutowania) zawieraplaszczyzne obserwacyjng

P=dw,{p1p2}). Whasnos¢ ta bedzie nam potrzebna przy dowodzie twierdzenia 6.3.

Twierdzenie 6.1
Niech: P=8(w{p1rp2})-plaszczyzna obserwacyjna,
reX - wiasciwy kierunek rzutowania naptaszczyzne obserwacyjnq P,
Sw,nX - hiperpowierzchnia,
wtedy: P < S,
Dowadd:
Niech xe P, czyli z definicji P mamy:
A6, oeF tze x= wtPiLpr1tfp2
z zalozenia, ze r jest wlasciwym kierunkiem rzutowania na plaszczyzne obserwacyjng P
wynika, ze {p1, p2, r} —jest uktadem ortogonalnym, zatem:
x=wtfrp1tfap2 A (p1,1)=0 A (p2, )70
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wiec:

x=wtp1 prtfap2 A fipr, 1)=0 A Pap2, 1)=0

czyli:

x=w+p1 p1+fB pa A Bi(pr, )+ fa(p2, r)=0

zatem:

x~w=p1 p1tf2 p2 A (Brp1t+B2p2, r)=0

podstawigjac do iloczynu skalarnego warto$¢ z pierwszego rownania otrzymujemy:
(x—w , r)=0

korzystajac z definicji hiperpowierzchni otrzymujemy: xS, ) m

Nastepne twierdzenie pokazuje, ze prosta rownolegta do r i przechodzaca przez a ma
zawsze doktadnie jeden punkt wspolny z hiperpowierzchniq S,y Zawiergjaca P i prostopadta
do . Wtasno$¢ ta ma dla nas duze znaczenie poniewaz gdy nie bedziemy mogli policzy¢
odleglosci rzutu punktu obserwowanego a (gdy Pnkyy = &) to bedziemy mogli policzyé¢

odlegtos¢ liczona w kierunku  od punktu a do hiperpowierzchni S, .

Twierdzenie 6.2
Niech: reX - dowolny wektor niezerowy,
welX,
aelX,
kay - prosta rownolegta do r i przechodzaca przez a,
SwnX - hiperpowierzchnia
wtedy: Jee X doktadnie jedno takie ze e€ karM S,

Dowod:

1) Istnienie:

niech: :M orez e=yr+a
4 ) 4

przeksztalcajac pierwsze rOwnanie otrzymujemy:
w(r,r)=(w-a,r) AdyeF t.ze e=yr+a

czyli:

(wr,r)-(w-a,r)=0 A JyeF t.ze e=y r+a
zatem:

(wrta-w, r)=0 A JyeF tze e=y r+a
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podstawigjac do iloczynu skalarnego warto$¢ z drugiego rownania otrzymujemy:
(e-w, r)=0 A JyeF t.ze e=wr+a

korzystajac z definicji hiperpowierzchni oraz prostej rownoleglej do r otrzymujemy:
e€Sgur) A €€ kay, Wige: e€ kar M Spy) O

2) Jedynos¢:

hipoteza: Je,ceX takieze e#c A eckarM S A € karM Seu)

czyli:

eckar N e€Sp N c€kay N CESH,

korzystajac z definicji ks, Oraz z definicji S, otrzymujemy:

Jyn,ypel takieze e=ynrtanc=yrrt+an(e-w,r)=0A (c-w,r)=0
podstawigjac policzone e oraz ¢ do iloczynéw skalarnych otrzymujemy:
e=yartanc=yprtan(yirta-w, r)=0A (yarta-w,r)=0

wiec:

e=y1r+a nc=yrrt+an (yar, r)-(w-a, r)=0 A (yor, r)-(w-a, r)=0

zatem:

e=yarta nc=ynrta n y(r, r)=(w-a, r) A yo(r, r)=(w-a, r)

z dwoch ostatnich rownan liczymy w1 oraz y» i otrzymujemy:

_(w—-a,r)

e=yrrtanc=yrrta Ay, =y, = ( )
r,r

Z tego wynika, ze e=c czyli hipotezafalszywa =

Ponizsze twierdzenie pokazuje w jaki sposob bezposrednio policzy¢ odlegltosé rzutu
punktu obserwowanego a przy zatozeniu, ze istnieje rzut punktu obserwowanego a zgodny z

wlasciwym kierunkiem rzutowania r naplaszczyzne obserwacyjnq P.

Twierdzenie 6.3
Niech: P=8(w{prp2})-plaszczyzna obserwacyjna,
aelX,
reX - wlasciwy kierunek rzutowania naplaszczyzne obserwacyjng P,
kay - prosta rownolegta do r i przechodzaca przez a,
deePrkay

wtedy: odlegtosé¢ rzutu punktu obserwowanego a WYNoSi:
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_(w-a,r)
(r.r)

Dowod:
z zalozenia mamy: dec Pka, Czyli: eeP A eckay
na podstawie twierdzenia 6.1 wiemy, ze PcS, ), zatem:
e€ S, A eckar
korzystajac z definicji S, Oraz z definicji ks, Otrzymujemy:
(e—w, r)=0 A JweF tze e=yrta
podstawigjac policzone e do iloczynu skalarnego otrzymujemy:
(wr+ta —w,r)=0
wiec:
w(r,r)—(w=-a, r)=0
czyli:
w(r,r)=(w-a,r)

(w—a,r) .
(r,r)

Whiosek: Nalezy zauwazy¢, ze gdy nie istnieje ee Pk, (Czyli rzut punktu obserwowanego a

ostatecznie otrzymujemy: y =

na plaszczyzne obserwacyjng P) 10 tak policzona w reprezentuje odlegtos¢ od punktu a do
punktu eeSq, ykar (czyli odlegtos¢ liczona w kierunku r od punktu a do jego rzutu e na
hiperpowierzchnie zawiergjaca P i prostopadta do »). Natomiast na podstawie twierdzenia 6.2

wiemy, ze e€ S, )Nkar Zawszeistnigje.

Ponizsze twierdzenie pokazuje w jaki sposob bezposrednio policzy¢ polozenie rzutu
punktu obserwowanego a przy zatozeniu, ze istnieje rzut punktu obserwowanego a zgodny z

wiasciwym kierunkiem rzutowania r naptaszczyzne obserwacyjnq P.

Twierdzenie 6.4
Niech: P=d(w,{p1p2})-plaszczyzna obserwacyjna, { p1,p2}-uktad ortogonalny,
aelX,
reX - kierunek rzutowania naptaszczyzne obserwacyjnq P,
kay - prosta rownolegta do r i przechodzaca przez a,
deePnkay



58

wtedy: Polozenie rzutu punktu obserwowanego a czyli para { 1,52} jest okreslona

wzorami :

ﬁlz(ww—w,pl)

(p1 ) pl)
_(yr+a-w, p,)
B, =
(Pz ) pz)
Dowod:
1) Liczymy S

Z zatozenia mamy: Je€ Pkyy, CZyli: eeP A ecky, Oraz wiadomo, ze: (e, p1)=(e, p1)
korzystajac z definicji P oraz z definicji kar Otrzymujemy:

A1 oeF tze e= wtPi prtfo po A JWeF tze e=wrta A (e, p1)=(e, p1)
otrzymane wartosci e podstawiamy do iloczynu skalarnego, otrzymujac:
(WHprLprtfep2, p)=(y r+a, p1)

czyli:

W, p)*+(BLp1, pO)+ (Bep2, p)=(wrta, p1)

zatem:

B p1, p1)* Pelp2, p1)=(y r+a, p1) -(w, p1)

Z zatozenia (p2 , p1)=0, wigc:

Bi(p1, p1)=(wr+a-w, p1)

czyli: B, = r+azw p) O
(Pl ) p1)
2) Liczymy £,

Z zatozenia mamy: de€Pkyy, CZyli: eeP A ecky, Oraz wiadomo, ze: (e, p2)=(e, p2)
korzystajac z definicji P oraz z definicji ko, Otrzymujemy:

A1 oeF tze e= wtPi prtfop2 A JWeF tze e=wrta A (e, p2)=(e, p2)
otrzymane wartosci e podstawiamy do iloczynu skalarnego, otrzymujac:
(WHprLprtfep2, p2)=(y r+a, p2)

wiec:

B p1, p2)* Palp2, p2)=(y r+a, p2) -(w, p2)

Z zatozenia (p1, p2)=0, wiec:

B p2, p2)=(y r+a-w, p2)

czyli: B, = (W(;a _:’)pZ) m
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Def.6.1 Promieniem tunelu punktu acX wzgledem plaszczyzny  obserwacyjnej

P=8w{pip2}) bedziemy nazywaé wektor b,=y r+a—-w —p1 p1—f p> , gdzie:

7

_(w-a,r) 5 _(yr+a-w p) B _(yr+a-w p,)
(r,r) , (1, P1) ’ (P2, P2)

reX - wiasciwy kierunek rzutowania naplaszczyzne obserwacyjnq P

Def.6.2 Tunelem punktu ecP wzgledem plaszczyzny obserwacyjnej P=&w{p1p2}) bedziemy
nazywac zbior Te X :

def _
T, Z{XEXZ(bx,bx)Sy A €:W+ﬂ1pl+ﬁ2p2}’ gdzie:

by - promien tunelu punktu x wzgledem plaszczyzny obserwacyjnej P=&w{ p1p2}),

ﬁlz(W+X_W,p1) =(W+x—w,p2) :(W—x,r)

(P1s 1) e (P25 P2) ' (r,7)

reX - wiasciwy kierunek rzutowania naplaszczyzne obserwacyjnq P

Nastepne twierdzenie pokazuje ze rzut punktu obserwowanego a zgodny z wlasciwym
kierunkiem rzutowania r na plaszczyzne obserwacyjnq P istnige wtedy i tylko wtedy gdy
promien tunelu punktu a jest wektorem zerowym.

Twierdzenie 6.5
Niech: P=o(w,{p1p2})-plaszczyzna obserwacyjna,
reX - wiasciwy kierunek rzutowania naptaszczyzne obserwacyjnq P,
aelX,
kar - prosta rownolegla do r i przechodzaca przez a
bi=wrta-w—-pPripr—Lop2 , b.eX - promien tunelu punktu a wzglgdem
plaszczyzny obserwacyjnej P
wtedy:
Prkyy # & wtw b,=0
Dowadd:
=
Prkar# D wige: deePrkay czyli: eeP A eckay
korzystajac z definicji P oraz z definicji ko, Otrzymujemy:

31&6,5eF tze e=w+& p1t&pa A JpeF tze e=prt+a
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przyréwnajmy otrzymane wzory na e, wtedy:

prita=wtgpité po

czyli:

W—a=@r—_gpi-&p2

korzystajac z definicji promienia tunelu, wiemy, ze: b,=y r+a —w —f1 p1—f p2, gdzie:
_(w—a,r)

(r.r)

W—a=Qr—cipi-c2p2 A

Wrea=wp) o _ Wrea-w p,)

: , Wigc mamy:
(1, 1) (P2 P,)

7

_ (w—a,r) =((P”_§1p1_§2p2 ,7) :(p(r’r)_gl(plir)_§2(p2 ,7) —0
(r,r) (r,r) (r,r)

zatem:
w—a=Qr-8pi—&p2 A y=¢
wiec:

wrta-w=&p1t&pe A Y=o A

_ (yr +a—-w, p,) _ (&,p, +E5D55 D) _ E(pyy ) +E,(pys Py) _
b= = = =& A
(P P1) (P11 P1) (P11 P1)

_ (yr+a—w, p,) _ (&P, +E,051 Do) _ E (P po) +E,(pos Po) _
B, - - _ ¢
(P2 P2) (P2 P2) (P2 P2)

2

czyli:

yrta-w=ppitfop>

wiec:

b,=yr+a-w—p1p1—Lop2=0 O

2 <

b,=0 wige: y r+a—w -1 p1—f p2=0

czyli:

wrta =w+f1pitfzp2

przyjmijmy oznaczenie: e= w+f1 p1tf p2 , ee X, wtedy:
Ap1PoweF tze e=w+fipitfopr A e=yr+a
korzystajac z definicji P oraz z definicji k,r Otrzymujemy:

ecP A eckyr Czyli: Jee Prkyr ztego wynika, ze: Prkar# < m

Whiosek: Dzigki powyzszemu twierdzeniu zamiast dla danego punktu a rozwiazywac uktad

rownan z twierdzenia 3.3, wystarczy na podstawie twierdzenia 6.3 bezposrednio policzy¢
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odlegtos¢ rzutu punktu obserwowanego a, nastgpnie na podstawie twierdzenia 6.4
bezposrednio policzyé pofozenie rzutu punktu obserwowanego a po czym nalezy policzy¢
promien tunelu b, punktu a 1 jesli jest on wektorem zerowym to otrzymane warto$ci sa
rozwiazaniem uktadu rownan z twierdzenia 3.3. Jesli natomiast otrzymany promien tunelu nie
jest wektorem zerowym oznacza to, ze punkt obserwowany a lezy wewnatrz tunelu Te, X,

gdziee=w+¢& p1t& pooraz (b, by) < p

6.3. PRZYKEADY ZBIOROW DANYCH DYSKRETNYCH
Stosujac wyzej opisany model matematyczny przedstawiono na ekranie komputera

kilka przyktadow wielowymiarowych zbiorow danych dyskretnych.

6.3.1 KOSTKI 7-WYMIAROWE Z ZAKEOCENIEM

Pierwszy przyktad stanowia trzy zbiory punktdw umieszczone w przestrzeni
7-wymiarowe. Kazdy z dwoch zbiorow ksztaltem przypomina kostke 7-wymiarowa a trzeci
zbior ksztattem przypomina dwie kostki 7-wymiarowe. Wszystkie punkty x=(xi, x2,..., X7)
nalezace do kazdej z tych czterech kostek spetniaja warunek:
Vi=12,...,7 zachodzi y, —é <x <y, +£,

2 2

gdzie y=(y1, y2,..., y7)-$rodek danej kostki, yeX, 4-bok kostki, A F.

Rysunek 6.4. Przedstawiono schematycznie w dwéch wymiarach opisywane w przykladzie trzy zbiory
punktéw. W zbiorze zielonym dodatkowo umieszczono zaklécenie — dwa punkty z innego zbioru. Zbiér
czerwony sklada si¢ z dwéch kostek.
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Dodatkowo w $rodku jednego ze zbiorow umieszczono blisko siebie dwa punkty nalezace do
innego zbioru stanowiace zaklocenie. Schematycznie przedstawiony dwuwymiarowy

odpowiednik opisywanej sytuacji przedstawia rysunek 6.4.

Rysunek 6.5. Otrzymany wyglad omawianych zbioréw. Wyraznie widoczne trzy istotne cechy jako$ciowe:
(a) zbiory nie zachodza na siebie, (b) w zbiorze zlozonym z zielonych punktéw znajduje si¢ zaklécenie (w
postaci dwoch sklejonych niebieskich punktéw), (¢) Zbior zlozony z punktéw czerwonych nie jest spojny.

Na rysunku 6.5 przedstawiono otrzymany wyglad omawianych zbiorow. Maksymalny
promien tunelu dobrano tak by wszystkie punkty byly widoczne. Nalezy zauwazyé, ze
wyraznie widaé iz zbiory te nie zachodza na siebie. Oznacza to, ze skutecznie mozna je od

siebie oddzieli¢. Wida¢ rowniez, ze zbior nr 0 (punkty koloru czerwonego) nie jest spojny.

Rysunek 6.6. Z tego punktu widzenia powstaje wrazenie, ze wszystkie omawiane zbiory pokrywaja si¢
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Zauwazalne sa roéwniez punkty bedace zaktdceniem (dwa zlaczone niebieskie punkty
zngjdujace si¢ w srodku zbioru zielonych punktow).

Rysunki 6.6 i 6.7 rowniez przedstawiaja otrzymany wyglad omawianych zbiorow.
Widat ze od wyboru ustawien ptaszczyzny obserwacyjnej oraz od ustawienia kierunku

rzutowania r zZalezy to, ktore cechy obserwowanych zbioréw sa widoczne.

Rysunek 6.7. Przy takich ustawieniach parametréw okreslajacych kierunek patrzenia powstaje wrazenie
czesciowego zachodzenia na siebie zbioréw.

6.3.2 KULA 7-WYMIAROWA W “SFERZE” 7-WYMIAROWEJ KTORA SIE ZNAJDUJE W
DRUGIEJ “SFERZE” 7-WYMIAROWEJ
Trzy zbiory punktow xeX, gdzie n-wymiar przestrzeni rowny 7, x=(x1, x2,..., X7), Oraz
R1, Ry, R3, R4, Rs € F— |ICZby rzeczywi stetakie, ze: 0<R1<R,<R3<R4<Rs
1) Wszystkie punkty nalezace do zbioru nr 0 spetniaja warunek:
2 (xi2 ) SR
i=1
2) Wszystkie punkty nalezace do zbioru nr 1 spetniaja warunek:
R, < | (x2)<R,
i=1
3) Wszystkie punkty nalezace do zbioru nr 2 spetniaja warunek:

R, < Zn:(xf)s R

i=1
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Schematycznie przedstawiony dwuwymiarowy odpowiednik opisywane sytuacji przedstawia
rysunek 6.8. Z powyzszego opisu wynika, ze omawiany przyktad dotyczy sytuacji w ktorej
zbiér punktow w ksztatcie kuli 7-wymiarowej (zbior nr 0) jest otoczony zbiorem punktow nr
1 majacym ksztalt “sfery o pewnej grubosci”. Dodatkowo zbiory nr 0 i nr 1 sa otoczone

zbiorem punktow nr 2 majacym ksztalt wigkszej “sfery o pewnej grubosci”.

Rysunek 6.8. Przedstawiono schematycznie w dwéch wymiarach opisywane w przykladzie zbiory. Kolor
czerwony oznacza miejsce w ktérym moga si¢ znajdowa¢ punkty zbioru nr 0, kolor zielony - zbioru nr 1,
kolor niebieski - zbioru nr 2.

Na rysunkach 6.9-6.11 przedstawiono otrzymany wyglad omawianych zbiorow. Na rysunku
6.9 tak dobrano parametry obserwacji (ustawienie plaszczyzny obserwacyjnej, maksymalny
promien tunelu, Zasigeg patrzenia oraz kierunek rzutowania) by wszystkie punkty zbioru nr O
byty widoczne i jednoczesnie punkty zbioru nr O nie zachodzity na punkty innych zbioréw. Z

faktu iz udalo si¢ to osiagnac¢ wynika ze zbior nr 0 mozna oddzieli¢ od pozostatych zbiorow.

Rysunek 6.9. Wszystkie punkty zbioru nr 0 (punkty czerwone) sa widoczne i jednoczesnie nie zachodza na
punkty innych zbioréw. Wynika z tego istotna cecha jakoSciowa: zbiér nr 0 mozna oddzieli¢ od
pozostalych zbioréow.

Przy innym doborze parametrow obserwacji osiagnigto sytuacje w ktorej wszystkie punkty

zbioru nr 1 s3 widoczne i jednoczesnie punkty zbioru nr 1 nie zachodza na punkty zbioru nr 2
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(rysunek 6.10). Wynika z tego ze zbiér nr 1 mozna oddzieli¢ od zbioru nr 2. Z faktu, ze zbior
nr 0 mozna oddzieli¢ od pozostalych zbiorow oraz z faktu ze zbidr nr 1 mozna oddzieli¢ od
zbioru nr 2 wynika, ze kazdy ze zbioréw mozna oddzieli¢ od pozostatych, czyli ze zbiory nie
zachodza na siebie. Stanowi to zaobserwowana W wWyniku wizualizacji jakosciowa ceche

obserwowanych zbioréw.

Rysunek 6.10. Wszystkie punkty zbioru nr 1 (punkty zielone) sa widoczne i jednocze$nie nie zachodza na
punkty zbioru nr 2. Wynika z tego zZe zbior nr 1 mozna oddzieli¢ od zbioru nr 2.

Rysunek 6.11. Widoczne wszystkie punkty zbioru nr 0 (punkty czerwone), zbioru nr 1 (punkty zielone) i
zbioru nr 2 (punkty niebieskie).



66

Na rysunku 6.11 przedstawiono sytuacje przy takich ustawieniach parametrow

obserwacji by wszystkie punkty obserwowanych zbiorow byty widoczne.

6.3.3 WALEC 7-WYMIAROWY I DWIE “POLSFERY” 7-WYMIAROWE Z CYLINDRAMI
7-WYMIAROWYMI

Trzy zbiory punktow xeX, gdzie n-wymiar przestrzeni rowny 7, x=(x1, x2,..., X7), Oraz
A, B, Ry, Ro, R3 € F - liczby rzeczywistetakie, ze: 0<4<B oraz O0<R1<R,<R3
1) Wszystkie punkty nalezace do zbioru nr 0 spetniaja warunek:

n

Z(xiz)é R, A x1€[-B,B]

i=2

2) Wszystkie punkty nalezace do zbioru nr 1 spetniaja warunek:

R, < \/Zn:(xiz)+ (x,+B)* <R,, daxi<-B

i=2

R, < Z(xf)s R, dlax; [-B,-4]

i=2

3) Wszystkie punkty nalezace do zbioru nr 2 spetniaja warunek:

R, <[> (v2)<R,, diax; e[4,5]

R, S\/Zn:(xiz)+(xl ~B)?<R,, dax;>B

Narysunku 6.12 przedstawiono dwuwymiarowy odpowiednik opisywanej sytuacji.

Rysunek 6.12. Przedstawiono schematycznie w dwoch wymiarach opisywane w przykladzie zbiory. Kolor
czerwony oznacza miejsce w ktérym moga si¢ znajdowa¢ punkty zbioru nr 0, kolor zielony - zbioru nr 1,
kolor niebieski - zbioru nr 2.
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Omawiany przyktad dotyczy sytuacji w ktorej zbidor punktéow nr 0 ma ksztalt
n-wymiarowego walca. Zbiér punktow nr 1 ma ksztalt n-wymiarowe “sfery o pewnej
grubosci” potaczonej z n-wymiarowym cylindrem. Zbiér punktéw nr 2 wyglada tak samo jak
zbior nr 0 r6zni sig tylko potozeniem.

Otrzymany wyglad omawianych zbioréw przedstawiono na rysunkach 6.13-6.16. Na
rysunku 6.13 tak dobrano parametry obserwacji, by wszystkie punkty zbioru nr O byty
widoczne i jednoczesnie punkty zbioru nr O nie zachodzity na punkty innych zbioréw. Z faktu

iz udalo sig to osiagna¢ wynika, ze zbior nr 0 mozna oddzieli¢ od pozostatych zbiorow.

Rysunek 6.13. Wszystkie punkty zbioru nr 0 (punkty czerwone) sa widoczne i jednoczes$nie nie zachodza
na punkty innych zbioréw. Wynika z tego ze zbiér nr 0 mozna oddzieli¢ od pozostalych zbioréw.

Inny dobor parametrow obserwacji pozwolit osiagnaé sytuacje, W ktorej wszystkie punkty
wszystkich zbiorow sa widoczne oraz punkty zbioru nr 1 nie zachodza na punkty zbioru nr 2
(rysunek 6.14).

Rysunek 6.14. Wszystkie punkty zbioru nr 1 (punkty zielone) sa widoczne i jednocze$nie nie zachodza na
punkty zbioru nr 2 (punkty niebieskie). Wynika z tego Ze zbiér nr 1 mozna oddzieli¢ od zbioru nr 2.
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Wynika z tego ze zbior nr 1 mozna oddzieli¢ od zbioru nr 2. Z faktu, ze zbioér nr 0 mozna
oddzieli¢ od pozostatych zbiorow oraz z faktu ze zbiér nr 1 mozna oddzieli¢ od zbioru nr 2
wynika, ze kazdy ze zbioréw mozna oddzieli¢ od pozostatych, czyli ze zbiory nie zachodza na
siebie. Stanowi to zaobserwowana w wyniku wizualizacji jako$ciowa ceche obserwowanych
zbiorow. Na rysunku 6.15 przedstawiono sytuacje przy innych ustawieniach parametrow

obserwacji, gdzie nie wszystkie punkty obserwowanych zbiorow sa widoczne.

Rysunek 6.15. Z tego punktu widzenia powstaje wrazenie, Ze zbior nr 1 (punkty zielone) oraz zbior nr 2
(punkty niebieskie) maja ksztalt trojkata.

6.3.4 TRZY OBEJMUJACE SIE TORUSY 5-WYMIAROWE

Trzy zbiory punktow xeX, gdzie n-wymiar przestrzeni rowny 5, x=(x1, x2,..., X5), Oraz
A, R1, R € F - liczby rzeczywiste takie, ze: 0<R1<R, oraz A € [R1tR2, 2R»-2R;]
1) Wszystkie punkty nalezace do zbioru nr 0 spetniaja warunek:

\/Zn:<xi2)+ [\/(xl + A +x,° —szz <R,

i=3

2) Wszystkie punkty nalezace do zbioru nr 1 spelniaja warunek:

\/Zn:(xiz)+ x22 +(w/x12 +x32 —szz <R,

i=4

3) Wszystkie punkty nalezace do zbioru nr 2 spetniaja warunek:

\/Zn:(xiz)Jf (\/(xl —A) +x,° —szz <R,

i=3

Rysunek 6.16 przedstawia trojwymiarowy odpowiednik opisywanej sytuacji.
Omawiany przyktad dotyczy sytuacji w ktorej kazdy z trzech zbiorow punktow ma ksztatt
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5-wymiarowego torusa ktorego przekrojem jest 4-wymiarowa kula. Zbiory obgmuja si¢
wzagjemnie podobnie jak ogniwa tancucha. Rysunki 6.17-6.24 przedstawiga otrzymany
wyglad omawianych zbioré6w. Na rysunku 6.17 tak dobrano parametry obserwacji by
wszystkie punkty wszystkich zbioréw byty widoczne. Wida¢, ze z tego punku widzenia
niektore fragmenty zbioréw zachodza na siebie. Nie mozemy jednak bezposrednio stwierdzic¢

czy niektore fragmenty zbioréw zachodza na siebie czy tylko si¢ przestaniaja.

Rysunek 6.16. Przedstawiono schematycznie tréjwymiarowy przypadek opisywanych w przykladzie
zbioréw.

Rysunek 6.17. Wszystkie punkty wszystkich zbiorow sa widoczne. Na podstawie powyZszego rysunku nie
mozemy stwierdzi¢ czy niektére fragmenty zbiorow zachodza na siebie czy tylko si¢ przestaniaja.

Usunmy fragment zbioru nr 1 do ktérego naleza te punkty (punkty koloru zielonego z rysunku
6.18 objete ramka) ktore nie zachodza na punkty innych zbiorow. Jesli mozemy to zrobic¢
oznacza to ze fragment zbioru do ktérego naleza mozna oddzieli¢ od pozostatych zbiorow.

Sytuacje powstata po usunigciu powyzszych punktow przedstawia rysunek 6.19. Jesli
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podobnie postapimy z drugim fragmentem zbioru nr 1 lezacym nizej, otrzymamy sytuacjg
przedstawiona na rysunku 6.20.

Rysunek 6.18. Zaznaczono ramka fragment zbioru nr 1 do ktérego naleza te punkty, ktore nie zachodza
na punkty innych zbioréw. Oznacza to ze fragment zbioru do ktérego naleza mozna oddzieli¢ od
pozostalych zbiorow.

Rysunek 6.19. Sytuacja powstala po usunigciu zaznaczonego na rysunku 6.18 fragmentu zbioru.

Rysunek 6.20. Usuni¢to drugi fragment zbioru nr 1 do ktérego nalezg te punkty ktére nie zachodza na
punkty innych zbioréw.
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Nastepnie zmieniajac dobor parametréw obserwacji mozemy osiagnaé sytuacje w ktorej
wszystkie nieusunigte punkty wszystkich zbiorow sa widoczne oraz zbiory te nie zachodza na
siebie (rysunek 6.21). Wynika z tego ze kazdy z tych zbiorow (powstatych po wczesniej
opisanym usuni¢ciu fragmentow zbioru nr 1) mozna oddzieli¢ od pozostatych, czyli ze zbiory
te nie zachodza na siebie. Powyzszy fakt w potaczeniu z faktem iz usunigte fragmenty zbioru
nr 1 rowniez mozna oddzieli¢ od pozostatych zbiorow oznacza ze caty zbior nr 0, caty zbior
nr 1 oraz caty zbior nr 2 mozna oddzieli¢ od pozostatych, czyli ze te cate zbiory nie zachodza
na siebie. Stanowi to wywnioskowana na podstawie wizualizacji jakosciowa ceche
obserwowanych zbiorow.

Rysunek 6.21. Parametry obserwacji dobrano w ten sposob by wszystkie nieusunigte punkty wszystkich
zbiorow byly widoczne oraz zbiory te nie zachodzily na siebie.

Przedstawione wczesniej rysunki przedstawiaja obrazy zgodne z nasza intuicja zwiazang z

opisywanymi zbiorami. Inaczej jest z nastgpnymi rysunkami.

Rysunek 6.22. Z tego punktu widzenia powstaje wraZenie, Ze omawiane zbiory leza w tej samej
plaszczyznie.
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Patrzac na rysunek 6.22 moze powsta¢ mylne wrazenie, ze omawiane zbiory leza w tej samej

plaszczyznie co nie jest zgodne z prawda.

Rysunek 6.23. Powstaje wrazenie, Ze zbior nr 0 (punkty koloru czerwonego) i zbiér nr 2 (punkty koloru
niebieskiego) maja mniejszy rozmiar niz zbiér nr 1 (punkty koloru zielonego).

Na podstawie rysunku nr 6.23 trudno bytoby wywnioskowac¢ ze opisywane zbiory roznia si¢

tylko potozeniem.

Rysunek 6.24. Przy takich ustawieniach parametréw obserwacji wydaje si¢ Ze zbior nr 1 tworzy ksztalt
kuli.



7. IMPLEMENTACJA SYSTEMU DO WIZUALIZACJI
WIELOWYMIAROWYCH DANYCH DYSKRETNYCH

7.1. PROJEKT SYSTEMU

Budowg systemu oparto na programowaniu o charakterze zdarzeniowym, polegajacym
na tym ze program konstruuje si¢ jako zestaw funkcji obstugi, wywolywanych przez system
operacyjny w momencie wystapienia jakiego$ interesujacego nas zdarzenia (np. wcisnigcie
przycisku myszy, wybranie opcji z menu, uzycie klawiatury, poruszenie mysza, itp.). System
stuzacy do wizualizacji danych dyskretnych (punktow obserwowanych) realizuje nastepujace
zadania

1) przechowywanie w pamigci komputera opisu n-wymiarowych zbiorow punktéow w
odpowiednig formie z wykorzystaniem specjalnie dobranych struktur danych.

2) ustalanie punktu widzenia obserwowanych zbiorow punktéw poprzez
przemieszczanie wirtualnego obserwatoraw przestrzeni n-wymiarowsy.

3) rysowanie zbioréw punktow widzianych z danego miejsca przestrzeni.

4) mozliwo$¢ usunigcia punktow znajdujacych si¢ w zaznaczonym przez

obstugujacego obszarze.

7.1.1. STRUKTURY DANYCH

Na podstawie definicji 3.1 przyjeto, ze przestrzen obserwowana X jest przestrzenia
wektorowa nad ciatem F, n-wymiarowa, n>3, z iloczynem skalarnym. Ustalono wektory
{x1,x2,....xn} bedace ortonormalna baza przestrzeni X. Ponadto ustalono, ze cialo F' bedzie

cialem liczb rzeczywistych i iloczyn skalarny bedzie dany wzorem:

def n

(p.9)=> p.a gdziep.geX, p=> px,. q=.4.x
- i=1 i=1

i=1

W celu opisaniapunktu obserwowanego przyjeto nastgpujace struktury danych:

struct TYP WEKTOR
é.ouble X[MAX WYMIAR];
St]}:"l,.'lct TYP_PUNKT
}.nt NR_KLASY;
struct TYP _WEKTOR WSP;

};
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7.1.2. ZMIANA PUNKTU WIDZENIA W PRZESTRZENI n-WYMIAROWEJ

Zgodnie z definicja 3.4 plaszczyzne obserwacyjng P=&w{pip2}) W Sposob
jednoznaczny okreslaja trzy wektory: w,p1,po. Dodatkowym parametrem okreslajacym punkt
widzenia jest wektor » bedacy wlasciwym kierunkiem rzutowania. Zmiang punktu widzenia
dokonuje si¢ poprzez zmiang wektorow: w,p1,po,r. SPOSOb i rodzaje tej regulacji sa doktadnie
takie same jak juz wczesnie] opisane w punkcie 4.1.2.

7.1.3. RYSOWANIE PUNKTOW

W celu narysowania danego punktu obserwowanego a, musimy policzy¢ jego
potozenie na plaszczyznie obserwacyjnej P oraz promien tunelu b,. W celu policzenia
potozenia wystarczy na podstawie twierdzenia 6.3 bezposrednio policzy¢ odleglosé rzutu
punktu obserwowanego a, nastgpnie na podstawie twierdzenia 6.4 bezposrednio policzy¢
potozenie rzutu (czyli parg p1, o€ F) punktu obserwowanego a, czyli:

_(w=a,r) ﬂ:(ww—w,pl) _(pr+a-w p,)
(r,r) o (1, P1) e (P2, P2)

gdzie: r - wilasciwy kierunek rzutowania na plaszczyzne obserwacyjng P=&w{pip2}).
Natomiast promien tunelu b, punktu a liczymy zgodnie z definicja 6.1, czyli:

b,=wr+a-w—p1 p1—fp2, gdzie:

Gean) , rvaswp) o (rea-wp)
(r.r) (pyy p1) (P2, P2)
reX - wilasciwy kierunek rzutowania napltaszczyzne obserwacyjng P=8w{ p1p2}).

Aby punkt obserwowany a byt widoczny na pfaszczyznie obserwacyjnej P W migjscu
okreslonym przez polozenie rzutu punktu obserwowanego a, musza by¢ dodatkowo spetnione
nastepujace warunki:

1)iloczyn skalarny (b, b,) mnigiszy od ustalonego MAKSYMALNEGO
PROMIENIA TUNELU.

2) punkt obserwowany a nie moze si¢ znajdowac¢ przed ptaszczyzna obserwacyjna, w
odlegtosci liczonej w kierunku » wigkszej od parametru ZASIEG PATRZENIA.

3) punkt obserwowany a nie moze si¢ znajdowac za plaszczyzna obserwacyjna, w
odlegtosci liczonej w kierunku » wigkszej od parametru ZASIEG PATRZENIA TYL.

Narysunku 7.1 przedstawiono schemat blokowy procedury rysujacej zbiory punktow.
Procedura ta jest wywotywana po kazdej zmianie maksymalnego promienia tunelu, Zasiegu

patrzenia, powigkszenia oraz jednego z wektorow w,p1,pa, 7.



PARAWMETEY PROCEDTET:
wektoty #p1p2w

Wef pierwszy punlt (wektor) ze zhiordw punktdw, ozhacz
go jako @ fr zhiomn do ktérego nalefy oznacz jakte &

3!

_lw-ar)
r.r)
(wrr+ @ —w, py)
51=u;
(}71:}71)
wre+a—w, o,
(pzspgj'
by=wr+a-w- o - Fry

(b, b)) SMAX _ PROMIEN

v < ZASIEG
P ATRZENLA

w2 —ZASIEG
PATRZENIA _TYL

H. 7, mieszczy sig
a elramie graficznym ¥

Eysuy na ekranie punkt o wepdbzednych  #. 5, .

nadaj i kolor Zhiotu nr £

Wef nastepry
punkt ze zhiordw
punlkctéw, cznacz go
ko a; k- nr zhiong
do ktérego nalezy.

-l
- |
|

N punkt a
jest ostatm?

Rysunek 7.1. Schemat blokowy procedury rysujacej zbiory punktéw.
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PARAWMETEY FEOCEDTURY:
wektoty »p1p2,w

Wef pierwszy punkt (welktor) ze zhiordw punktéw, oznace
zo jako a, nr Zhioru do ktérego nalezy oznacz jake &

3!

_lw-ar)
.
(prr+a—w p)
ﬁ1=—¥, L b
@1:?1)
Fea—w,
15.2:@” P:;:';
Py, P2)
by=wr+a-w- Hip - fopy

Hoczyn skalarny
(b, b ) SMAY _PROMIEN
TUNELU

p < ZASIEG
PATRZENIA

w = —ZASIEG
PATRZENIA _TYL

. 7, tieszezy
S8 W ZAZNACEONYIT
obszarze?

TTsun punkt @ ze shiorunr k&

-
- |
o

Wef nastepny
putkt ze Zhiordw I
—{punktiw, oznacz go
lakeo a; & - nr zhiom

do ktérego nalezy.

punkt @
jest ostatm?

Rysunek 7.2. Procedura usuwajaca punkty znajdujace si¢ w zaznaczonym do usunig¢cia obszarze.
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7.1.4. USUWANIE PUNKTOW

W celu usuniecia punktéw ktore widoczne sa wewnatrz zaznaczonego do usunigcia
obszaru, nalezy dla kazdego punktu a sprawdzi¢ nastgpujace warunki:

1)iloczyn skalarny (b, b,) mnigiszy od ustalonegp MAKSYMALNEGO
PROMIENIA TUNELU.

2) punkt obserwowany a nie moze si¢ znajdowac przed plaszczyzna obserwacyjna, w
odlegtosci liczonej w kierunku » wigkszej od parametru ZASIEG PATRZENIA.

3) punkt obserwowany a nie moze si¢ znajdowac za plaszczyzna obserwacyjna, w
odlegtosci liczonej w kierunku » wigkszej od parametru ZASIEG PATRZENIA TYL.

4) potozenie rzutu punktu obserwowanego a Naptaszczyznie obserwacyjnej P musi Si¢
zngjdowa¢ wewnatrz zaznaczonego do usunigcia obszaru.

Usuwamy te punkty ktore spetniaja wszystkie warunki. Rysunek 7.2 przedstawia
schemat blokowy procedury usuwajacej punkty.

7.2. SPOSOB UZYTKOWANIA

Nizej opisany system zostal opracowany w oparciu O teori¢ z rozdzialu 3 oraz
rozdziatlu 6. Stuzy on do ogladania dowolnych zbioréw punktéw, ktorych taczna liczba nie
przekracza 5000 a wymiar nie przekracza 7. Jest napisany w jezyku C, przygotowany do
pracy w systemie Windows, skompilowany w srodowisku Borland C++. Pracg z systemem

rozpoczynamy od wczytania pliku z opisem zbiorow punktow.

B Przeztizen n-wymiarowa M=l E3
Elk. Opcie O programie
YWymiar przestrzeni: 4
Dlugosc ¥: 0.0000000000
Max.promien tunelu: 2.50000
Zasieq patrzenia: 10000.00000
e At Plaszczyzna obrotu: P1 R1

R Klasa 0 widac 297 z 1666 [17.83%)
g s R Klasa 1 widac 7b z 1667 [4.5024)
S Klasa 2 widac 308 z 1667 [18.48%)

Rysunek 7.3. Wyglad okna systemu skladajacego si¢ z dwoch czesci: graficznej i tekstowej.
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Parametry pracy mozemy zmieni¢ przy pomocy opcji PARAMETRY. Poruszanie si¢ po
n-wymiarowe przestrzeni w celu zmiany punktu widzenia, nastgpuje poprzez uzycie
odpowiednich klawiszy. Okno systemu sktada si¢ z dwoch czg$ci: okna graficznego, ktore
stuzy do przedstawiania wygladu ogladanych zbioréw punktéw oraz okna tekstowego, na

ktérym pojawiaja si¢ pewne informacje tekstowe.

7.2.1. DANE WEJSCIOWE

Opis zbioréow punktow ktore chcemy ogladac, wezytywany jest z pliku o rozszerzeniu
,»dat” w ktorym informacje zapisane sa w nast¢pujacym formacie:

1) nagtowek:
2 - (wartos¢ typu integer) stata wynoszaca dwa, oznacza ze plik opisuje zbiory punktow,
n - (wartos¢ typu integer) wymiar przestrzeni z punktami (maksymalnie 7),
k - (wartos¢ typu integer) liczba wszystkich punktéw (maksymalnie 5000).

2) parametry okreslajace k& punktow:
punkt 1 - (n wartosci typu float) wspotrzedne punktu nr 1,
nr klasy punktu 1 - (wartos¢ typu integer) numer zbioru do ktérego nalezy punkt nr 1,
punkt 2 - (n wartosci typu float) wspétrzedne punktu nr 2,

nr klasy punktu 2 - (wartos¢ typu integer) numer zbioru do ktérego nalezy punkt nr 2,

punkt k - (n wartosci typu float) wspotrzedne punktu nr £,

nr klasy punktu £ - (wartos¢ typu integer) numer zbioru do ktoérego nalezy punkt nr £,

gdzie numer zbioru zawiera si¢ w przedziade od 0 do 9. Jak tatwo zauwazyé, plik ma
poprawny format jesli po trzech warto$ciach typu integer zawiera k blokéw danych a w
kazdym n wartosci typu float i jedna typu integer. Przyktadowa procedura generujaca plik z
punktami zawartymi w tablicy struktur PUNKT(typu struct TYP_PUNKT opisanego w
punkcie 7.1.1) wyglada nastepujaco:

int zapisz_plik(char nazwa[])
{

float wx;

int i,1lp,war_d;

FILE *w_Pliku;

w_pliku= fopen (nazwa, "wb") ;
if (w_pliku==NULL) return 1;
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fprintf (w_pliku,"%d\n",2); // typ obiektdéw
fprintf (w_pliku, "$d\n" ,WYMIAR) ; // liczba wymiardw
fprintf (w_pliku, "$d\n",LICZBA PKTOW) ; // liczba punktdéw

for (1p=0 ; 1p<LICZBA_PKTOW; lp++ )
{
for (i=0;i<WYMIAR;i++)
{
wx=PUNKT [1lp] .WSP.X[1i];
fprintf (w_pliku, "$£f\n", wx) ;
}
war d=PUNKT[lp] .NR KLASY;
fprintf (w_pliku,"%d\n" ,war_d);
}

fclose (w_pliku);
return O;

}

Wczytanie pliku z danymi wejSciowymi nast¢puje poprzez wybranie z glownego
menu opcji PLIK anastepniec CZYTAJ.

7.2.2. PARAMETRY

Wybiergjac w menu opcje PARAMETRY mozemy zmieniaé pewne ustawienia
programu, mianowicie:

1) KOLOR TLA — zmieniagac ten parametr mozemy wybra¢ biate lub czarne tlo, na
ktorym przedstawiane bgda zbiory punktow.

2) SKOK OBROTU - parametr reprezentujacy kat obrotu o jaki zmieni si¢ ,,kierunek
patrzenia” w wyniku naciéniecia jednego z klawiszy przyporzadkowanych takiej zmianie.

3) SKOK PRZESUNIECIA — okresla wielko$¢ przemieszczenia obserwatora w
wyniku uzycia jednego z klawiszy powodujacych zmiang jego potozenia.

4) SKALA - parametr okreslajacy wspotczynnik powigkszenia obserwowanego
obrazul.

5) MAX. PROMIEN TUNELU — widoczne beda tylko punkty a, dia ktérych wartosé
iloczynu skalarnego (b, b,) jest mnigjsza od tego parametru.

6) SKOK PROMIENIA TUNELU - okresla wielkos¢ zmiany parametru MAX.
PROMIEN TUNELU w wyniku uzycia jednego z klawiszy powodujacych ta zmiane.

7) ZASIEG PATRZENIA - aby punkt obserwowany a byt widoczny, nie moze si¢
znajdowa¢ przed plaszczyzng obserwacyjna, w odleglosci liczonej w kierunku » wigksze] od

tego parametru.
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8) SKOK ZASIEGU PATRZENIA - okresla wielko$§¢ zmiany parametru ZASIEG
PATRZENIA w wyniku uzycia jednego z klawiszy powodujacych ta zmiang.

9) ZASIEG PATRZENIA WSTECZ — aby punkt obserwowany a byt widoczny, nie
moze si¢ znajdowac za plaszczyzna obserwacyjna, w odlegtosci liczonej w kierunku r

wigkszej od tego parametru.

: = 0] x|
Kolor tla [0-czarny, 1-bialy] ’ﬂ—
Skala [1.000000 |
Max. promien tunelu 2.500000
Skok max. promienia tunelu 0.500000
Zasieq patrzenia 10000.000000
Skok zasiegu patrzenia 1.000000
Zasieq patrzenia wstecz 10000.000000
Skok obrotu [0-1) 0.100000
Skok przesuniecia 10.000000

Rysunek 7.4. Wyglad okna wywolywanego w celu zmiany parametréw.

7.2.3. FUNKCJE KLAWISZY

Poprzez uzycie odpowiednich klawiszy mozemy wywotywaé okreslone akcje,
mianowicie:

1) Zmiana maksymalnego promienia tunelu - zmiana nastgpuje poprzez wcisnigcie
klawisza ze znakiem ,przecinek” (zmniejszenie parametru MAX. PROMIEN TUNELU) lub
klawisza ze znakiem ,kropka” (zwigkszenie parametru MAX. PROMIEN TUNELU).
Wartos¢ zmiany, ktéra nastgpuje przy jednokrotnym uzyciu klawisza, zawarta jest w
parametrze SKOK MAX. PROMIENIA TUNELU.

2) Powigkszenie i pomniejszenie obrazu - nastepuje poprzez wcisnigcie klawisza ze
znakiem ,,N” (pomniejszenie obrazu) lub klawisza ze znakiem ,,M” (powigkszenie obrazu).
Wspotczynnik zmiany, ktora nastgpuje przy jednokrotnym uzyciu klawisza wynosi 0.9 dla
pomnigjszeniai 1.1 dla powigkszenia.

3) Zmiana zasiggu patrzenia — MOzna ja wywola¢ poprzez wcisnigcie klawisza ze

znakiem ,,n” (zmnigjszenie parametru ZASIEG PATRZENIA) lub klawisza ze znakiem ,,m”
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(zwigkszenie parametru ZASIEG PATRZENIA). Warto$¢ zmiany, ktdra nastgpuje przy
jednokrotnym uzyciu klawisza, zawarta jest w parametrze SKOK ZASIEGU PATRZENIA.
4) Poruszanie Si¢ po n-wymiarowe przestrzeni — sposob i rodzaje poruszania sa

doktadnie takie same jak juz wczesniej opisane w punkcie 4.2.3.

SHHHHEBO0NeENG
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Rysunek 7.5. Kolorami oznaczono aktywne klawisze. (1) kolor fioletowy — klawisze stuzace zmianie
zasiggu patrzenia oraz powigkszaniu i pomniejszaniu obrazu, (2) kolor niebieski — zmiana maksymalnego
promienia tunelu oraz zmiana polozenia wzdtuz kierunku rzutowania r, (3) Kolor zélty — zmiana polozenia

wzdluz osi wspolrzednych, (4) kolor czerwony — zmiana polozenia wzdluz osi plaszczyzny obserwacyjnej,
(5) kolor zielony — zmiana ,,kierunku patrzenia”.

7.2.4. USUWANIE PUNKTOW

Zdarza si¢, ze z r6znych punktow widzenia niektore fragmenty zbioréw zachodza na
siebie i nie mozemy bezposrednio stwierdzi¢, czy rzeczywiscie niektore fragmenty zbioréw
zachodza na siebie czy tylko si¢ przestaniaja. Wtedy korzystne jest usunigcie czgsci zbioru
punktow w ten sposdb, by mozna byto z innego punktu widzenia dostrzec pewne cechy
obserwowanych zbioréw. Oczywiscie nie chodzi tutaj o usuwanie pojedynczych punktow,
lecz obszar6w z punktami nalezacymi do tylko jednego zbioru. Mozliwos$¢ usunigcia takiego
obszaru 0znacza, ze mozna go oddzieli¢ od pozostatych zbioréw a wigc nie zachodzi na inne
zbiory. W celu usunigcia punktow znajdujacych si¢ w danym obszarze nalezy:

1) przesunaé¢ kursor myszy w oknie graficznym w okolicg lewego goérnego rogu
usuwanego obszaru punktow,

2) wcisnaé lewy przycisk myszy,

3) trzymajac wcisnicty lewy przycisk myszy, przesuna¢ kursor myszy w okolice
prawego dolnego rogu usuwanego obszaru punktéw. W trakcie przesuwania bedzie widoczna
ramka obe/mujaca zaznaczany do usunigcia obszar,

4) zwolni¢ lewy przycisk myszy - pojawi Si¢ informacja dotyczaca liczby punktow

zngjdujacych si¢ w zaznaczonym obszarze z pytaniem czy je usunac,



B Przestrzen n-wymiarowa

Fli. Opcie O programie

=10 x|

Wymiar przestrzeni: b
Dlugosc ¥: 0.0000000000
Max.promien tunelu: 5.00000
Zasieq patrzenia: 10000.00000

Klasa 0 widac 1070 z 1666 [64.23%4)
Klasa 1 widac 98 z 1667 [5.8825)
Klasa 2 widac 1044 z 1667 [62.63%4)

Rysunek 7.6. Przedstawiono ramke obejmujaca usuwany obszar punktéow, widoczna w trakcie
przeciagania kursora myszy.

Skazowac punkiy klasy nr 2 w liczbie 362 7

Nie |

Rysunek 7.7. Pytanie pojawiajace si¢ po zaznaczeniu obszaru z punktami do usunigcia.

B Przestrzen n-wymiarowa
Flik. Opcje O programie

=10 x|

YWymiar przestrzeni: b
Dlugosc ¥: 0.0000000000
Max.promien tunelu: 5.00000
Zasieq patrzenia: 10000.00000

Klasa 0 widac 1070 z 1666 [64.23%]
Klasa 1 widac 98 z 1667 [5.8824]
Klasa 2 widac 682 z 1305 [52.26%)]

Rysunek 7.8. Sytuacja z rysunku 7.6 po usunigciu punktow.
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5) na zadane pytanie odpowiedziec¢ ,, Tak”.
Na rysunku 7.8 przedstawiono przyktad z rysunku 7.6 po usunigciu punktéw znajdujacych sig

w zaznaczonym obszarze.

7.2.5. OKNO TEKSTOWE

W oknie tekstowym pojawigja si¢ nastepujace informacje:

- WYMIAR PRZESTRZENI - okresla liczbe wymiarow przestrzeni w ktorej znajduja
Si¢ obserwowane zbiory punktow,

- DLUGOSC W — okresla odlegtos¢ plaszczyzny obserwacyjnej od $rodka uktadu
wspotrzednych,

-MAX.PROMIEN TUNELU — wyswietla warto$¢ parametru MAX. PROMIEN
TUNELU,

- ZASIEG PATRZENIA — przedstawiawartos¢ parametru ZASIEG PATRZENIA,

- PLASZCZYZNA OBROTU - przedstawia par¢ wektoréw, ktore braly udziat w
ostatnigj zmianie , kierunku patrzenia”,

- KLASA i WIDAC k Z m — wyswietla dla kazdego zbioru punktéw numer i, liczbe
punktow widocznych k oraz liczbe wszystkich punktow m. Informacja ta ma istotne
znaczenie, bowiem na jg podstawie bgdziemy mogli stwierdzi¢ czy w okreslonej sytuacji
wszystkie punkty danego zbioru sa widoczne.

7.2.6. OKNO GRAFICZNE
W tym oknie pojawia si¢ wyglad ogladanych zbiorow punktow. Wielko$¢ okna

graficznego mozemy zmienia¢ rozciagajac okno systemu kursorem myszy.

7.2.7. POEACZENIE SYSTEMOW
Powyzszy system potaczono z systemem opisanym w rozdziale 4 w jeden system
dziatajacy w dwoch mozliwych trybach. Tryb pracy (rysowanie bryt badz zbiorow punktow)

wybierany jest automatycznie na podstawie formatu pliku wejsciowego.



8. PODSUMOWANIE I WNIOSKI

8.1. ZREALIZOWANE ZADANIA

W ramach pracy zrealizowano nastgpujace zadania:

1) Powstat model  matematyczny, rozwiazujacy  problem  wizualizacji
wielowymiarowych bryt wypuktych oraz wielowymiarowych zbiorow danych dyskretnych.
Model ten nie byt wzorowany na zadnym znanym opracowaniu literaturowym.

2) Napisano pakiet oprogramowania, pozwalgacy wizualizowaé wiclowymiarowe
bryty wypukte oraz wielowymiarowe zbiory danych dyskretnych.

3) Przeprowadzono doswiadczenia polegajace na przedstawieniu na ekranie
komputera przyktadowych wiclowymiarowych bryt wypuktych. Przeprowadzono rowniez
doswiadczenia polegajace na przedstawieniu na ekranie komputera przyktadowych
wielowymiarowych zbiorow danych dyskretnych. Zebrane wyniki doswiadczen wydaje sie ze

wnosza nowe informacje na temat jakosciowych cech obiektow wielowymiarowych.

8.2. WYNIKI DOSWIADCZEN

Przeprowadzone eksperymenty pokazaly, ze przy pomocy opisanej metody
wizualizacji mozna zaobserwowaé pewne istotne jakosciowe cechy obserwowanych zbiorow
punktéw, mianowicie:

1) Mozna stwierdzi¢, ze dany zbidr da si¢ W rozwazanej przestrzeni oddzieli¢ od
pozostatych, czyli ze dany zbidr nie zachodzi na inne (przyktady od 6.3.1 do 6.3.4). Daje to
podstawy do poszukiwan skutecznego algorytmu potrafigcego rozpoznaé, czy dany punkt
nalezy do badanego zbioru.

2) Mozna zauwazy¢ W zbiorze wielowymiarowych danych punkty podejrzane o to, ze
sa zaktoceniami (przyktad 6.3.1). Dzigki temu wiadomo, ktére punkty nalezy pominaé w
dalszg) analizie. Pozwala to unikna¢ sytuacji w ktorej na podstawie zaktocen wyciagnigte
zostgja bledne wnioski.

3) Mozna zauwazy¢ brak spojnosci zbioru wielowymiarowych danych (przyktad
6.3.1). Cecha ta jest bardzo istotna, poniewaz pozwala przyja¢ mozliwos¢ wystapienia
pomiedzy spojnymi obszarami danego zbioru punktéw, obszarow przynalezacych do innego

zbioru punktow.
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4) Fakt, ze dany zbior mozna oddzieli¢ od pozostatych mozna stwierdzi¢ roéwniez
wtedy, gdy dany zbior jest ze wszystkich stron otoczony innym zbiorem punktoéw (przyktad
6.3.2)

5) Nawet w sytuacji gdy zbiory ,,obejmuja si¢” mozemy stwierdzi¢, ze dany zbior
mozna oddzieli¢ od pozostalych (przyktad 6.3.4), co moze by¢ podstawa do klasyfikacji
wielowymiarowych danych.

W przypadku wielowymiarowych bryt mozemy stwierdzi¢ ksztatt oraz liczbe
widocznych czgsci scian bryty. W trakcie ogladania bryty juz 4-wymiarowel z roznych stron,
powstaje wrazenie ze zmienia ona ksztatt (rysunki 3.4 do 3.9). Jednak podobne wrazenie
miatby cztowiek ogladajac sze$cian 3-wymiarowy z roznych stron, gdyby nie znat jego
wygdladu (szeScian 3-wymiarowy z odpowiedniego punktu widzenia wyglada jak kwadrat, z
innego jak dwa sklgone prostokaty a jeszcze z innego jak trzy sklejone réwnolegloboki).
Zwrocono uwage nafakt, ze w przypadku kostki czterowymiarowej jednocze$nie mozna byto
zobaczy¢ maksymalnie 4 sciany, natomiast w przypadku kostki siedmiowymiarowej
jednoczesnie mozna byto zobaczyé maksymalnie 7 scian. Stanowi to pewna indywidualng
ceche jakosciowa obserwowanych obiektow, rozniaca je od siebie.

Zaprezentowane wyniki w petni potwierdzaja, ze stosujac zaproponowane w pracy
metody matematyczne mozna wizualizowaé na ekranie komputera obiekty zdefiniowane
formalnie lub empirycznie w przestrzeniach wielowymiarowych, co pozwala na
jakoSciowa ocene struktury danych wielowymiarowych.

Tym samym teza pracy zostata wykazana.
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DODATEK A
Przyktadowe widoki bryt wypuktych:

Rysunek A.1. Kostka 4-wymiarowa ogladana z réznych stron, przy réznych ustawieniach kierunku
rzutowania r.



Rysunek A.2. Kostka 4-wymiarowa ogladana z ré6znych stron, przy réznych ustawieniach kierunku
rzutowania r.
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Rysunek A.3. Kostka 7-wymiarowa ogladana z ré6znych stron, przy réznych ustawieniach kierunku
rzutowania r.
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Rysunek A.4. Kostka 7-wymiarowa ogladana z ré6znych stron, przy réznych ustawieniach kierunku
rzutowania r.
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