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1. WSTÆP 

 

1.1. TEMATYKA 

W wielu problemach spotykamy siê z potrzeb¹ analizy wielowymiarowych danych. 

Nastêpuje to zawsze wtedy, gdy dany problem zwi¹zany jest z bardzo zùo¿on¹ 

rzeczywisto�ci¹, któr¹ mo¿na rozpatrywaã w wielu aspektach, pùaszczyznach, z u¿yciem 

wielu zmiennych. W celu opisu i analizy takiej rzeczywisto�ci, ka¿dy z jej aspektów, 

pùaszczyzn czy zmiennych traktuje siê jako osobny wymiar pewnej wielowymiarowej 

przestrzeni. Dla konkretnych zastosowañ konstruuje siê algorytmy potrafi¹ce analizowaã taki 

wielowymiarowy problem w sposób ilo�ciowy. Jednak w wielu sytuacjach je�li nie konieczna 

to na pewno korzystna byùaby tak¿e mo¿liwo�ã pogl¹dowej, jako�ciowej oceny struktury 

analizowanych wielowymiarowych danych. Na przykùad jako�ciowa ocena wielowymiarowej 

przestrzeni cech wykorzystywanej w klasycznych metodach rozpoznawania obrazów, 

mogùaby pomóc w wyborze metody rozpoznawania. Natomiast mo¿liwo�ã pogl¹dowej oceny 

wielowymiarowych danych ekonometrycznych, mogùaby pomóc w ocenie obrazu sytuacji 

ekonomicznej przedsiêbiorstwa.  

Najbardziej naturalnym, wykorzystywanym wùa�nie w celach obserwacji 

jako�ciowych êródùem informacji dla czùowieka jest zmysù wzroku. Z tego powodu celowe 

staje siê wykorzystanie wzroku do próby obserwacji obiektów w przestrzeniach 

wielowymiarowych. Aby to umo¿liwiã postanowiono w tej pracy stworzyã odpowiedni model 

matematyczny, rozwi¹zuj¹cy problem wizualizacji wielowymiarowych bryù wypukùych oraz 

wielowymiarowych zbiorów danych dyskretnych. 

 

1.2. TEZA 

Stosuj¹c zaproponowane w pracy metody matematyczne mo¿na wizualizowaã na 

ekranie komputera obiekty zdefiniowane formalnie lub empirycznie w przestrzeniach 

wielowymiarowych, co pozwala na jako�ciow¹ ocenê struktury danych 

wielowymiarowych. 

 

1.3. CELE 

 W celu udowodnienia postawionej tezy nale¿y zrealizowaã nastêpuj¹ce punkty: 

1) Opracowanie modelu matematycznego rozwi¹zuj¹cego problem wizualizacji 

wielowymiarowych bryù wypukùych oraz wielowymiarowych zbiorów danych dyskretnych.  
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Poniewa¿ zmysù wzroku u czùowieka sùu¿y jedynie do obserwacji przestrzeni 

trójwymiarowej, nale¿y dokùadnie sprecyzowaã sposób w jaki nale¿y �patrzeã� w 

wielowymiarowej przestrzeni. Sprowadza siê to do zdefiniowania mechanizmów i metod 

rzutowania takiej przestrzeni na odpowiedni¹ pùaszczyznê (ekran obserwacyjny). Poniewa¿ 

rozwi¹zanie omawianego problemu wymyka siê naszemu ludzkiemu do�wiadczeniu, 

koniecznym jest stworzenie silnego formalizmu, opisuj¹cego i rozwi¹zuj¹cego ten problem. 

Ka¿d¹ najdrobniejsz¹ wùasno�ã potrzebn¹ do dalszych rozwa¿añ nale¿y formalnie udowodniã, 

mimo pozornej oczywisto�ci niektórych faktów. Zagadnienie to bêdzie wyczerpuj¹co 

przedstawione w tej pracy. 

2) Budowa systemu pozwalaj¹cego wizualizowaã wielowymiarowe bryùy wypukùe 

oraz wielowymiarowe zbiory danych dyskretnych z pomoc¹ grafiki komputerowej.  

System taki powinien powstaã w oparciu o stworzony model matematyczny. Powinien 

on umo¿liwiaã: 

- przechowywanie w pamiêci komputera opisu wielowymiarowych obiektów,   

- wybór punktu widzenia obserwowanych obiektów poprzez przemieszczanie 

wirtualnego obserwatora w wielowymiarowej przestrzeni, 

- rysowanie na ekranie komputera wielowymiarowego obiektu widzianego z danego 

miejsca przestrzeni, zgodnie z zasadami opracowanymi przez autora pracy. 

3) Przeprowadzenie do�wiadczeñ, polegaj¹cych na przedstawieniu na ekranie 

komputera przykùadowych wielowymiarowych bryù wypukùych oraz wielowymiarowych 

zbiorów danych dyskretnych ze wskazaniem korzy�ci, jakie mo¿na odnie�ã z ich wizualizacji.  

Oczekujemy, ¿e w wyniku przeprowadzonych do�wiadczeñ powinny zostaã 

zauwa¿one pewne jako�ciowe cechy obserwowanych obiektów, pozwalaj¹ce na jako�ciow¹ 

ocenê struktury obserwowanych danych wielowymiarowych. 

 

1.4. ZAWARTOÚÃ PRACY 

 Rozprawa przedstawia opracowany oryginalny model matematyczny procesu 

�patrzenia� i �widzenia� w przestrzeni wielowymiarowej w oparciu o który powstaù system, 

pozwalaj¹cy wizualizowaã wielowymiarowe bryùy wypukùe oraz wielowymiarowe zbiory 

danych dyskretnych. Pokazano na przykùadach rezultaty przeprowadzonej, przy pomocy tej 

wizualizacji, jako�ciowej analizy wielowymiarowych danych. Praca zawiera osiem 

rozdziaùów, bibliografiê oraz dodatek. W rozdziale pierwszym przedstawiono tematykê, tezê 

oraz cele rozprawy. 
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 Drugi rozdziaù zawiera przegl¹d literatury zwi¹zanej z wizualizacj¹ 

wielowymiarowych danych. Literatura ta (do której udaùo siê dotrzeã) jest raczej uboga, wiêc 

nie stanowiùa ona podstawy do tworzenia systemu opisanego w tej pracy. 

 Trzeci rozdziaù przedstawia opracowany przez autora model matematyczny, 

rozwi¹zuj¹cy problem wizualizacji wielowymiarowych bryù wypukùych. Zawiera on równie¿ 

przykùady wygl¹du bryù wielowymiarowych, uzyskane z wykorzystaniem przedstawionego 

modelu. W opisywanych przykùadach zwrócono uwagê na pewne zauwa¿one cechy 

jako�ciowe obserwowanych bryù. Jak siê wydaje, spostrze¿enia te nie byùy nigdzie do tej pory 

przytaczane (przynajmniej autor przedstawianej pracy nie spotkaù ich w dostêpnej literaturze), 

mo¿na wiêc przypuszczaã, ¿e przynajmniej czê�ã z tych spostrze¿eñ wzbogaca � w jakim� 

stopniu � zasób wiedzy na temat wùa�ciwo�ci obiektów w przestrzeniach wielowymiarowych. 

 Czwarty rozdziaù po�wiêcono implementacji proponowanego w pracy systemu do 

wizualizacji obiektów wielowymiarowych. Opisano w nim projekt oraz sposób u¿ytkowania 

stworzonego systemu, który umo¿liwia ogl¹danie z ró¿nych stron wygl¹du 

wielowymiarowych bryù wypukùych. 

 Pi¹ty rozdziaù przedstawia przykùady zagadnieñ wymagaj¹cych jako�ciowego 

analizowania zbiorów danych wielowymiarowych. 

Szósty rozdziaù zawiera model matematyczny rozwi¹zuj¹cy problem wizualizacji 

wielowymiarowych zbiorów danych dyskretnych. Przedstawiono przykùady wygl¹du 

wielowymiarowych zbiorów punktów, uzyskane z wykorzystaniem przedstawionego modelu. 

Opisano pewne zauwa¿one cechy jako�ciowe obserwowanych wielowymiarowych danych 

dyskretnych. Tak¿e i te obserwacje wydaj¹ siê byã w peùni oryginalne. 

 Siódmy rozdziaù po�wiêcono implementacji systemu do wizualizacji 

wielowymiarowych danych dyskretnych. Opisano w nim projekt oraz sposób u¿ytkowania 

tego systemu, który umo¿liwia ogl¹danie z ró¿nych stron wygl¹du zbiorów 

wielowymiarowych danych dyskretnych, przezwyciê¿aj¹c przy tym pewne specyficzne 

trudno�ci tego zadania. 

 W ósmym rozdziale zawarto podsumowanie i wnioski. 
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2. PROBLEM ANALIZY OBIEKTÓW W PRZESTRZENIACH 

WIELOWYMIAROWYCH (PRZEGL¥D LITERATURY) 

 
2.1. METODA GRAND TOUR 

Jedn¹ z metod sùu¿¹cych do wizualizacji wielowymiarowych danych jest 

przedstawiona w pracy [26] metoda grand tour. Pierwszy opisaù j¹ Asimov w pracy [2], 

nastêpnie zostaùa rozwiniêta w pracach [6], [18], [35], [12] i [7]. Metoda ta zostaùa 

wykorzystana w pakietach graficznych XGobi [30], ExplorN [9] oraz Xplore [15], sùu¿¹cych 

do wizualizacji wielowymiarowych danych.  

 Grand tour jest ci¹gù¹, jednoparametrow¹ rodzin¹ d-wymiarowych projekcji 

n-wymiarowych danych. Elementy tej rodziny wybrane zostaj¹ spo�ród wszystkich 

d-wymiarowych projekcji z R n. Przyjmuj¹c d=2 metoda ta pozwala ogl¹daã wielowymiarowe 

dane na ekranie komputera poprzez sekwencje projekcji na dwuwymiarowe podprzestrzenie. 

Dla d=3 metoda ta pozwala ogl¹daã wielowymiarowe dane poprzez przedstawienie na ekranie 

komputera sekwencji projekcji, bêd¹cych trójwymiarowymi podprzestrzeniami. Algorytm 

grand tour realizuje po prostu animacjê odpowiednio wybranych projekcji 

wielowymiarowego obiektu. Wygl¹da to jak �wycieczka�, podczas której poruszamy siê po 

przestrzeni, zmieniaj¹c w sposób ci¹gùy punkt widzenia. Wybór ci¹gu projekcji polega na 

tym, ¿e z aktualnej projekcji (punktu widzenia) ki do nastêpnej wybranej losowo projekcji ki+1 

dochodzimy poprzez ci¹g projekcji, powstaùych jako interpolacje projekcji ki oraz ki+1. Jak 

widaã u¿yteczno�ã tego algorytmu opiera siê na pomy�le ci¹gùego interpolowania 

nieskoñczonej sekwencji losowo wybranych projekcji. Przyjrzyjmy siê bli¿ej najczê�ciej 

stosowanej w grand tour realizacji pojedynczej projekcji. Rozwa¿my p-elementowy zbiór 

n-wymiarowych danych zapisany w postaci macierzy: 




















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xxx

xxx
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Jednowymiarowa projekcja tych danych oznacza projekcjê na dany wektor . Przyjmie ona 

postaã: 

 ],...,,[ 21 p

TTTT
XXXX   

]...,...,...,...[ 221122221211212111 npnppnnnn xxxxxxxxx    

gdzie: 1... 22
2

2
1  n  
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Projekcja dwuwymiarowa zostaje zdefiniowana jako dwie jednowymiarowe projekcje na dwa 

wektory 1,2, które speùniaj¹ warunek: 021  T . Analogicznie mo¿na rozszerzyã t¹ 

definicjê dla projekcji d-wymiarowej. Z powy¿szego wynika, ¿e projekcja dwuwymiarowa 

jest po prostu rzutem prostopadùym na pùaszczyznê. Czyli w danym punkcie e 

dwuwymiarowej pùaszczyzny P widoczne s¹ wszystkie punkty znajduj¹ce siê w caùej 

podprzestrzeni n-2 wymiarowej zawieraj¹cej e i prostopadùej do P. Takie postêpowanie 

prowadzi do tego, ¿e projekcja obiektu sprowadza siê do widoku ksztaùtu jego obrysu (cienia), 

bez mo¿liwo�ci zaobserwowania cech zwi¹zanych np. z nachyleniem �cian.  

 Powy¿sza metoda rzutowania ró¿ni siê od metody przedstawionej w tej rozprawie 

w rozdziale 3 w sposób zasadniczy. Stanowi ona bowiem rzut prostopadùy na pùaszczyznê 

sùu¿¹c¹ do obserwacji, natomiast w rozdziale 3 opisano metodê rzutowania równolegùego do 

danego wektora prostopadùego do pùaszczyzny. W przypadku rzutu prostopadùego w danym 

punkcie e pùaszczyzny P sùu¿¹cej do obserwacji, widoczne s¹ wszystkie punkty odpowiedniej 

podprzestrzeni n-2 wymiarowej (gdzie n-wymiar przestrzeni). Natomiast w przypadku rzutu 

równolegùego do danego wektora r prostopadùego do pùaszczyzny P, w danym punkcie e 

widoczne s¹ wszystkie punkty le¿¹ce na prostej przechodz¹cej przez e i równolegùej do r. 

W przestrzeni 3-wymiarowej obie metody sprowadzaj¹ siê do tego samego. Natomiast 

w przestrzeniach o wiêkszej liczbie wymiarów, w danym punkcie e pùaszczyzny P widoczne 

s¹ wszystkie punkty nale¿¹ce do podprzestrzeni o ró¿nej liczbie wymiarów, zale¿nej od 

metody. Metoda opracowana w ramach tej rozprawy i przedstawiona w rozdziale 3 umo¿liwia 

dodatkowo obserwacjê nachylenia �cian obserwowanej bryùy, co nie jest mo¿liwe przy rzucie 

prostopadùym. Bowiem przy rzucie prostopadùym, w jednym punkcie na ekranie mo¿e byã 

widocznych jednocze�nie wiele punktów, bêd¹cych w takiej samej odlegùo�ci od pùaszczyzny 

stanowi¹cej ekran. Prowadzi to do sytuacji w której nie mo¿na okre�liã, od którego z tych 

punktów ma zale¿eã jasno�ã b¹dê kolor punktu na ekranie. 

Jeszcze inaczej wygl¹da porównanie rzutu prostopadùego z opracowan¹ przez autora 

metod¹ wizualizacji wielowymiarowych danych dyskretnych przedstawion¹ w rozdziale 6. 

Intuicyjnie metoda ta polega na rzucie równolegùym z lokalnym rzutem prostopadùym, 

maj¹cym zasiêg ograniczony przez wprowadzony w tej pracy maksymalny promieñ tunelu. 

Rozwi¹zanie to pozwala na obserwacje wybranych fragmentów przestrzeni nios¹cych istotne 

informacje, niemo¿liwe do uzyskania z wykorzystaniem rzutu prostopadùego. Wykorzystuj¹c 

rzut prostopadùy niemo¿liwe byùoby np. zaobserwowanie w przykùadach 6.3.2 oraz 6.3.3 

faktu, ¿e opisane tam zbiory nie zachodz¹ na siebie. Nale¿y zwróciã uwagê na fakt, ¿e metoda 
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przedstawiona w rozdziale 6 z parametrem maksymalny promieñ tunelu o warto�ci równej 

nieskoñczono�ã staje siê znanym z literatury rzutem prostopadùym. Jak z tego wynika, 

opracowana w tej pracy metoda jest bardziej ogólna. 

 

 

Rysunek 2.1. Przedstawiony w pracy [26] przykùad zastosowania biblioteki XGobi do wizualizacji zbioru 

6-wymiarowych punktów. W danym punkcie ekranu widoczne s¹ (zlewaj¹c siê w jeden punkt) wszystkie 

punkty, nale¿¹ce do odpowiadaj¹cej temu punktowi 4-wymiarowej podprzestrzeni.  

 

Na rysunku 2.1 pokazano przedstawiony w pracy [26] przykùad zastosowania metody 

grand tour przy u¿yciu biblioteki XGobi do przedstawienia 6-wymiarowych danych. 

 

2.2. METODA G£ÓWNYCH SK£ADOWYCH (PCA) 

 Podobn¹ do opisanej wcze�niej metody transformacji, jest mog¹ca sùu¿yã wizualizacji 

wielowymiarowych danych metoda gùównych skùadowych (principal component analysis, 

porównaj np. pracê [24]). W metodzie tej dokonuje siê rzutu prostopadùego na pùaszczyznê 

reprezentowan¹ przez specjalnie wybrane wektory 1,2. S¹ to wektory wùasne, 

odpowiadaj¹ce dwóm najwiêkszym warto�ciom wùasnym macierzy kowariancji zbioru 

obserwacji. Dobór wektorów 1,2 przeprowadza siê w ten sposób, by na pùaszczyênie 

stanowi¹cej ekran byùy zachowane mo¿liwie du¿e odlegùo�ci pomiêdzy punktami. Wybieraj¹c 

zamiast dwóch odpowiednio trzy wektory 1,2,3, mo¿na przy pomocy tej metody ogl¹daã 

wielowymiarowe dane poprzez obserwacjê przestrzeni 3-wymiarowej. Istota tej metody jest 
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zgodna z istot¹ koncepcji rzutowania, przedstawion¹ przy opisie metody grand 

tour - z eliminacj¹ czynnika ruchu. 

 

2.3. METODY WYKORZYSTUJ¥CE SIECI NEURONOWE 

W pracach [21], [23], [25], [1] i [31] zaproponowano zastosowanie sieci neuronowych 

do wizualizacji danych. Metoda ta oparta jest na transformacji n-wymiarowej przestrzeni 

danych w dwuwymiarow¹ przestrzeñ, przy u¿yciu sieci neuronowej.  

 

2.3.1. AUTOASOCJACYJNE SIECI NEURONOWE 

W metodzie zastosowanej w pracy [1] zbiór danych przed podaniem na wej�cia sieci 

neuronowej nale¿y przetworzyã. Mamy zbiór m wymiarowych danych. Na pocz¹tku nale¿y 

ustaliã zbiór wektorów referencyjnych  p={p1,p2,...,pn} reprezentuj¹cych interesuj¹ce obszary 

przestrzeni danych (np. wzorce rozwa¿anych klas danych). Ka¿dy wektor danych 

x=(x1,x2,...,xm) zastêpujemy wektorem d=(d1,d2,...,dn), gdzie:  

     2,
2

2,2
2

1,1 ... mimiii pxpxpxd   

przy czym pi,j oznacza j-t¹ wspóùrzêdn¹ i-tego wektora referencyjnego pi. Jak widaã wektor d 

reprezentuje odlegùo�ci koñca wektora x do koñców wektorów referencyjnych (w metryce 

euklidesowej). Otrzymane w ten sposób n-wymiarowe wektory d zostaj¹ podane na wej�cie 

sieci neuronowej. Do nauki u¿yta zostaje autoasocjacyjna sieã neuronowa, która ma n wej�ã, 

jedn¹ z warstw po�rednich zùo¿on¹ z 2 neuronów oraz n wyj�ã. Sieã uczona jest metod¹ 

propagacji wstecznej bùêdu.  

 

 

Rysunek 2.2. Struktura autoasocjacyjnej sieci neuronowej sùu¿¹cej do wizualizacji wielowymiarowych 

danych. (a) trenowanie sieci w celu uzyskania na wyj�ciach sygnaùów jak najbardziej zbli¿onych do 

sygnaùów podawanych na wej�cia, (b) przeksztaùcanie wej�ciowego sygnaùu w poùo¿enie na 

dwuwymiarowym ekranie przy pomocy fragmentu wcze�niej nauczonej sieci.  
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Na wyj�ciach sieci neuronowej w wyniku jej uczenia maj¹ siê pojawiã takie same sygnaùy, 

jakie zostaj¹ podane na jej wej�cia. Dziaùanie opisywanej sieci opiera siê na zamianie 

wej�ciowej n-wymiarowej przestrzeni B w dwuwymiarow¹ przestrzeñ Y a nastêpnie 

z powrotem w n-wymiarow¹ przestrzeñ B*, tak by B* byùa jak najbardziej zbli¿ona do B. Dane 

przechodz¹c przez warstwê zùo¿on¹ z dwóch neuronów, których wyj�cia reprezentuj¹ 

dwuwymiarow¹ przestrzeñ Y zostaj¹ skompresowane, w wyniku czego w dwóch wymiarach 

zostaj¹ zachowane pewne indywidualne cechy oryginalnych danych z przestrzeni B, 

pozwalaj¹ce na rekonstrukcjê tych danych. 

Po zakoñczeniu nauki mo¿na przyst¹piã do wizualizacji danych. Polega ona na 

podaniu ka¿dego wektora d reprezentuj¹cego wektor danych x, na wej�cie sieci neuronowej i 

na wy�wietleniu (na podstawie danych z warstwy ukrytej) dwuwymiarowego punktu go 

reprezentuj¹cego. Poùo¿enie tego punktu okre�lone zostaje przez dwie wspóùrzêdne, wziête 

bezpo�rednio z wyj�ã dwóch neuronów skùadaj¹cych siê na warstwê po�redni¹, reprezentuj¹c¹ 

(w sposób skompresowany) przestrzeñ B.  

Je�li powy¿sz¹ metodê zmodyfikujemy w ten sposób, ¿e zastosujemy warstwê 

po�redni¹ reprezentuj¹c¹ przestrzeñ Y zùo¿on¹ z trzech neuronów, to przestrzeñ Y bêdzie 

trójwymiarowa, czyli dane wej�ciowe bêdzie mo¿na ogl¹daã na ekranie komputera jako 

punkty w przestrzeni trójwymiarowej. 

 

 

Rysunek 2.3. Przedstawiony w pracy [1] przykùad zastosowania sieci neuronowej do wizualizacji 

10-wymiarowych zbiorów danych.  
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Opisana powy¿ej metoda rzutowania przy pomocy sieci neuronowej jest inna, ni¿ 

metody przedstawione w pracy, poniewa¿ pozwala przedstawiã na ekranie pewne zale¿no�ci 

przestrzenne pomiêdzy danymi, zauwa¿one przez sieã neuronow¹, jednak przy zaùo¿eniu 

wcze�niejszego podania wektorów referencyjnych. 

 

2.3.2. SIECI KOHONENA 

 W pracy [31] przedstawiono sposób pozwalaj¹cy wizualizowaã wielowymiarowe dane 

przy u¿yciu sieci Kohonena. Jest to sieã neuronowa jednowarstwowa z reguùami uczenia 

konkurencyjnego, w której wprowadzono pojêcie s¹siedztwa. Do ka¿dego neuronu dochodz¹ 

wszystkie wej�cia sieci. W trakcie uczenia modyfikacji ulegaj¹ wagi neuronu � zwyciêzcy 

(którego sygnaù wyj�ciowy, bêd¹cy odpowiedzi¹ na element ci¹gu ucz¹cego jest najwiêkszy) 

oraz (w mniejszym stopniu) wagi neuronów, bêd¹cych s¹siadami zwyciêzcy. Modyfikacja 

wag przebiega w tym kierunku, by odpowiedê neuronu (zwyciêzcy oraz s¹siadów zwyciêzcy) 

na dany element ci¹gu ucz¹cego byùa jeszcze wiêksza.  

 Przyjmuj¹c s¹siedztwo dwuwymiarowe (neurony uùo¿one w siatce linii i kolumn), 

mo¿na bezpo�rednio reprezentowaã wyj�cie sieci na ekranie w ten sposób, ¿e sygnaù neuronu 

znajduj¹cego siê w i-tej linii oraz j-tej kolumnie sieci, bêdzie wy�wietlony na ekranie jako 

punkt o wspóùrzêdnych (i,j).  

 

 

Rysunek 2.4. Przedstawione w pracy [31] korzystne i niekorzystne odwzorowania dwuwymiarowych 

punktów wej�ciowej przestrzeni, przy pomocy jednowymiarowej sieci Kohonena. Jak widaã zdarza siê, ¿e 

podobne sygnaùy wej�ciowe mog¹ byã reprezentowane przez odlegùe neurony. 
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 Na rysunku 2.4 pokazano przedstawione w pracy [31] przykùadowe odwzorowanie 

przestrzeni dwuwymiarowej w przestrzeñ jednowymiarow¹ przy u¿yciu sieci Kohonena. 

Wad¹ tej metody wizualizacji jest fakt, ¿e stosunkowo bliskie obszary wielowymiarowej 

przestrzeni wej�ciowej, mog¹ byã reprezentowane przez odlegùe obszary ekranu. 

 

2.4. METODA OSI RÓWNOLEG£YCH 

 Inn¹ metod¹ wizualizacji wielowymiarowych danych jest metoda równolegùych osi 

wspóùrzêdnych (parallel coordinates) opisana w pracach [10], [14], [19], [20], [22], [34]. 

W metodzie tej n równolegùych osi wspóùrzêdnych rozmieszczonych jest równomiernie na 

pùaszczyênie. Punktowi n-wymiarowemu odpowiada n punktów na pùaszczyênie, po jednym 

na ka¿dej osi. Poùo¿enie punktu na i-tej osi odpowiada i-tej wspóùrzêdnej n-wymiarowego 

punktu. Punkty na s¹siaduj¹cych osiach ù¹czone s¹ odcinkami tworz¹c ùaman¹ zùo¿on¹ z n-1 

odcinków, która reprezentuje jeden punkt n-wymiarowy (rysunek 2.5). 

 

 

Rysunek 2.5. Jeden sze�ciowymiarowy punkt o wspóùrzêdnych (3,5,6,2,2,4) reprezentowany jest jako 

ùamana zùo¿ona z 5 odcinków ù¹cz¹cych 6 punktów na pùaszczyênie, po jednym punkcie na ka¿dej z 

równolegùych osi. Poùo¿enie punktu na i-tej osi odpowiada i-tej wspóùrzêdnej sze�ciowymiarowego punktu. 

 

Prowadzi siê badania (np. praca [27]) maj¹ce na celu szukanie metod interpretacji 

wy�wietlanych w ten sposób danych. Dowodz¹ one, ¿e powy¿szy sposób wizualizacji 

umo¿liwia obserwacjê ró¿nego rodzaju cech obserwowanych wielowymiarowych danych, np. 

wystêpowanie skupisk punktów. Na rysunku 2.6 pokazano przedstawiony w pracy [27] 

przykùad zastosowania metody równolegùych osi wspóùrzêdnych do przedstawienia zbiorów 

punktów. Wad¹ tej metody jest fakt, ¿e ksztaùt ùamanej reprezentuj¹cej n-wymiarowy punkt 

zale¿y od ustalonej kolejno�ci rozmieszczenia na pùaszczyênie osi poszczególnych 

wspóùrzêdnych. 
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Rysunek 2.6. Przedstawiony w pracy [27] przykùad zastosowania równolegùych osi wspóùrzêdnych do 

wizualizacji 6-wymiarowych zbiorów danych. 

 

2.5. OBRAZ RADAROWY 

Podobn¹ do metody równolegùych osi wspóùrzêdnych jest metoda wizualizacji danych 

wielowymiarowych wykorzystuj¹ca obraz radarowy (star graph). Zostaùa ona przedstawiona 

w pracy [28]. W metodzie tej n osi wspóùrzêdnych wychodzi promieni�cie z jednego punktu, 

dziel¹c koùo na n równych czê�ci. 

 

 

Rysunek 2.7. Na obrazie radarowym jeden sze�ciowymiarowy punkt o wspóùrzêdnych (3,5,6,2,2,4) 

reprezentowany jest jako ùamana zùo¿ona z 6 odcinków ù¹cz¹cych 6 punktów na pùaszczyênie, po jednym 

punkcie na ka¿dej z promieni�cie rozchodz¹cych siê osi. Poùo¿enie punktu na i-tej osi odpowiada i-tej 

wspóùrzêdnej punktu. 
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Ka¿dy punkt jest reprezentowany przez ùaman¹ zamkniêt¹. £amana przecina i-t¹ o� w miejscu 

odpowiadaj¹cym warto�ci i-tej wspóùrzêdnej n-wymiarowego punktu (rysunek 2.7). Wad¹ tej 

metody jest fakt, ¿e przy du¿ej liczbie wymiarów wykres ten mo¿e byã maùo czytelny. Jest to 

zwi¹zane z tym, ¿e wraz ze wzrostem liczby osi wspóùrzêdnych maleje k¹t dziel¹cy 

s¹siaduj¹ce osie. Druga wada, podobnie jak w poprzedniej metodzie wynika z faktu, ¿e ksztaùt 

ùamanej reprezentuj¹cej n-wymiarowy punkt zale¿y od wybranej kolejno�ci rozmieszczenia 

osi wspóùrzêdnych. 

Jak widaã metoda równolegùych osi wspóùrzêdnych oraz metoda wykorzystuj¹ca obraz 

radarowy s¹ zupeùnie inne ni¿ metody przedstawione w pracy. Wynika to z zupeùnie innego 

sposobu zobrazowania wielowymiarowego punktu jako dwuwymiarowej ùamanej. 

 

2.6. SKALOWANIE WIELOWYMIAROWE 

Do wizualizacji wielowymiarowych danych wykorzystuje siê równie¿ skalowanie 

wielowymiarowe (multidimensional scaling, MDS). Metoda ta zostaùa wykorzystana np. 

w pakiecie Xgvis [8]. Skalowanie wielowymiarowe jest oparte na obliczaniu odlegùo�ci 

pomiêdzy ka¿d¹ par¹ m-wymiarowych punktów. Na tej podstawie rozwa¿ana metoda pozwala 

uzyskaã poùo¿enie tych punktów w przestrzeni n-wymiarowej o dowolnej, zadanej liczbie 

wymiarów. Oto zarys tej metody: niech dij oznacza odlegùo�ã pomiêdzy m-wymiarowymi 

punktami nr i oraz j. Skalowanie wielowymiarowe polega na takim rozmieszczeniu punktów 

w przestrzeni n-wymiarowej, by odlegùo�ã Dij liczona w tej przestrzeni pomiêdzy 

odwzorowanymi punktami nr i oraz j byùa jak najbardziej zbli¿ona do dij. Dziaùanie algorytmu 

MDS mo¿e polegaã na iteracyjnej zmianie poùo¿enia losowo (pocz¹tkowo) rozmieszczonych 

punktów w przestrzeni n-wymiarowej w ten sposób, by funkcja:  



ji

ijij dDS
2  przyjêùa 

jak najmniejsz¹ warto�ã. Dla n=2 metoda ta pozwala ogl¹daã wielowymiarowe dane 

bezpo�rednio na dwuwymiarowym ekranie komputera. Dla n=3 metoda ta pozwala ogl¹daã 

wielowymiarowe dane poprzez przedstawienie na ekranie komputera punktów znajduj¹cych 

siê w przestrzeni 3-wymiarowej. Wad¹ tej metody jest fakt, ¿e dla bardziej zùo¿onych 

wielowymiarowych danych, przy przyjêtym n=2 lub 3 minimum funkcji S bêdzie du¿e. 

Oznacza to du¿e ró¿nice pomiêdzy zale¿no�ciami punktów rysowanych na ekranie a 

rzeczywistymi zale¿no�ciami pomiêdzy badanymi punktami, co w znacznym stopniu mo¿e 

znieksztaùciã obserwowane dane. Wynika to z faktu, ¿e w ogólnym przypadku zale¿no�ci 

pomiêdzy danymi m-wymiarowymi mo¿na efektywnie skalowaã wielowymiarowo dopiero 

w przestrzeni m-wymiarowej. 
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Rysunek 2.8. Przedstawiony w pracy [29] przykùad zastosowania skalowania wielowymiarowego w 

poù¹czeniu z konstrukcj¹ minimalnego drzewa rozpinaj¹cego do wizualizacji podziaùu zbioru punktów na 

dwa skupiska. 

 

Powy¿sza metoda zostaùa wykorzystana np. w pracy [29], w której przedstawiono 

metodê wizualizacji skupisk wielowymiarowych punktów, wykorzystuj¹c¹ poù¹czenie 

skalowania wielowymiarowego oraz minimalnego drzewa rozpinaj¹cego. W celu wydzielenia 

k skupisk danych najpierw przedstawiono punkty na pùaszczyênie przy pomocy skalowania 

wielowymiarowego. Nastêpnie skonstruowano minimalne drzewo rozpinaj¹ce na grafie 

peùnym, którego wierzchoùkami byùy wszystkie przedstawiane punkty, natomiast warto�ci 

krawêdzi okre�lone zostaùy przez odlegùo�ci pomiêdzy punktami. Podziaù na k skupisk mógù 

nast¹piã poprzez usuniêcie k-1 krawêdzi minimalnego drzewa rozpinaj¹cego, poczynaj¹c od 

gaùêzi o najwiêkszych warto�ciach. Na rysunku 2.8 pokazano przedstawiony w pracy [29] 

przykùad zastosowania powy¿szej metody do wizualizacji skupisk punktów. 

 

2.7. METODA SCATTERPLOT MATRICES 

 W pracach [5], [11], [13] przedstawiono kolejn¹ metodê wizualizacji 

wielowymiarowych danych, zwan¹ scatterplot matrices. W metodzie tej wielowymiarowe 

dane przedstawione s¹ przy pomocy serii dwuwymiarowych zale¿no�ci. Ka¿da 

dwuwymiarowa zale¿no�ã przedstawia zale¿no�ã pomiêdzy dwiema zmiennymi. Autorzy tej 

metody twierdz¹, ¿e informacje stracone poprzez wizualizacjê wielowymiarowych danych 

przy pomocy dwuwymiarowej zale¿no�ci, mog¹ zostaã zauwa¿one poprzez jednoczesn¹ 
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obserwacjê wielu dwuwymiarowych zale¿no�ci. Na rysunku 2.9 pokazano przedstawiony w 

pracy [13] przykùad zastosowania powy¿szej metody do wizualizacji trójwymiarowych 

danych.  

 

 

Rysunek 2.9. Przedstawiony w pracy [13] przykùad zastosowania metody scatterplot matrices do 

wizualizacji zale¿no�ci pomiêdzy 3-wymiarowymi zbiorami danych. 

 

Puste obszary na przek¹tnej okre�laj¹ nazwy zmiennych. Dwuwymiarowa zale¿no�ã, która 

znajduje siê w i-tym wierszu i j-tej kolumnie, przedstawia zale¿no�ã pomiêdzy zmienn¹, 

której nazwa znajduje siê w i-tym wierszu a zmienn¹, której nazwa znajduje siê w j-tej 

kolumnie. Wy¿ej opisana metoda ma istotn¹ wadê. Bowiem informacje stracone poprzez 

wizualizacjê wielowymiarowych danych przy pomocy dwuwymiarowej zale¿no�ci, mog¹ byã 

niemo¿liwe do uzyskania poprzez jednoczesn¹ obserwacjê wielu dwuwymiarowych 

zale¿no�ci. Poza tym taka równoczesna obserwacja wielu zale¿no�ci jest w praktyce trudna, a 

wyniki s¹ maùo czytelne.  

 

2.8. MAPA ODNIESIENIA 

 W pracach [3],[4] przedstawiono kolejn¹ metodê, tzw. mapê odniesienia (relevance 

map), sùu¿¹c¹ do wizualizacji wielowymiarowych danych. Na pùaszczyênie sùu¿¹cej do 

wizualizacji danych zostaj¹ rozmieszczone specjalne punkty F1, F2, ...,Fn, reprezentuj¹ce 
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poszczególne cechy. Rozkùad punktów reprezentuj¹cych przedstawiane wielowymiarowe 

dane odzwierciedla relacje pomiêdzy tymi danymi a cechami. Im bardziej i-ta cecha 

wystêpuje w danym obiekcie, tym bli¿ej powinien le¿eã punkt reprezentuj¹cy dany obiekt 

punktu Fi. W ten sposób ka¿dy punkt Fi, reprezentuj¹cy dan¹ cechê, dzieli pùaszczyznê na 

obszary bardziej oraz mniej zale¿ne od cechy nr i (mniej oraz bardziej odlegùe od punktu Fi). 

Nie zawsze punkty F1, F2, ...,Fn mo¿na rozmie�ciã w ten sposób, by wszystkie punkty 

reprezentuj¹ce wizualizowane obiekty mogùy byã w sposób prawidùowy rozmieszczone. 

Wtedy dopuszcza siê dodanie kopii niektórych punktów Fi reprezentuj¹cych cechy.  

 

 

Rysunek 2.10. Przedstawiony w pracy [3] przykùad zastosowania mapy odniesienia do wizualizacji 

zale¿no�ci pomiêdzy wielowymiarowymi zbiorami danych. Niektóre punkty Fi reprezentuj¹ce cechy 

powtarzaj¹ siê w celu zapewnienia odpowiedniej blisko�ci wszystkim punktom tego wymagaj¹cym. 

 

Na rysunku 2.10 pokazano przedstawiony w pracy [3] przykùad zastosowania 

powy¿szej metody do wizualizacji wielowymiarowych danych. Wad¹ mapy odniesienia jest 

fakt, ¿e przy jej pomocy mo¿na przedstawiã jedynie relacje obiektów wzglêdem 

poszczególnych z góry zadanych cech, natomiast nie mo¿na przedstawiã relacji 

wystêpuj¹cych pomiêdzy badanymi obiektami. 

 

2.9. OBSZARY MOZAIKOWE 

 W pracach [16], [17] wprowadzono jeszcze jedn¹ metodê, tzw. obszary mozaikowe 

(mosaic plots), które tak¿e mog¹ byã stosowane w celu przedstawienia wielowymiarowych 

danych. Stanowi¹ one naturalne rozszerzenie jednowymiarowych wykresów sùupkowych. 
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Je�li wykres sùupkowy rozci¹gniemy do staùej wysoko�ci i podzielimy pionowo wg udziaùu 

drugiej zmiennej zmieniaj¹c szeroko�ã sùupka tak, by powierzchnia odpowiadaùa warto�ci 

pierwszej zmiennej, to otrzymamy wykres dwuwymiarowy. Nastêpn¹ zmienn¹ mo¿emy 

dodaã poprzez podzielenie ka¿dego obszaru poziomo. Postêpuj¹c analogicznie mo¿emy 

dodaã wiêcej zmiennych. Na rysunku 2.11 pokazano przedstawiony w pracy [17] sposób 

tworzenia obszarów mozaikowych w celu wizualizacji wielowymiarowych danych.  

 

 

Rysunek 2.11. Przedstawione w pracy [17] etapy tworzenia obszarów mozaikowych. 

 

 Z przedstawionych w tym rozdziale metod widaã, ¿e s¹ ró¿ne propozycje, ale problem 

wizualizacji wielowymiarowych danych nie zostaù do tej pory rozwi¹zany w sposób 

zadowalaj¹cy. St¹d wysiùek wùo¿ony w opracowanie metod prezentowanych w tej pracy byù 

wysiùkiem dobrze ukierunkowanym i celowym do poniesienia. 

 

 

 

 

 



3. KONCEPCJA �PATRZENIA W PRZESTRZENIACH 

WIELOWYMIAROWYCH� 

 

3.1. WPROWADZENIE 

 Jak wygl¹da przestrzeñ n-wymiarowa? Gdyby�my siê znaleêli w takiej przestrzeni 

jakie wra¿enia wzrokowe by do nas docieraùy? Aby odpowiedzieã na te pytania zastanówmy 

siê najpierw, w jaki sposób odbieramy informacjê wzrokow¹ z otaczaj¹cego nas �wiata?  

 Siatkówka oka, poprzez któr¹ odbieramy bodêce wzrokowe z otaczaj¹cego nas �wiata, 

jest w przybli¿eniu wycinkiem sfery do której dociera �wiatùo z zewn¹trz poprzez soczewkê. 

Jest wycinkiem sfery � czyli obraz powstaj¹cy na niej i przekazywany do mózgu jest 

2-wymiarowy. Czùowiek widzi �wiat poprzez parê oczu, czyli docieraj¹ do nas dwa obrazy 

2-wymiarowe. Poniewa¿ do mózgu docieraj¹ dwa obrazy 2-wymiarowe, wiêc nasze 

rozumienie i wyobra¿enie przestrzeni 3-wymiarowej jest wynikiem naszego do�wiadczenia i 

�uczenia siê� przez nasz mózg rekonstrukcji tej przestrzeni. Polega ono na poznawaniu tej 

przestrzeni poprzez obserwacjê obiektów 3-wymiarowych z ró¿nych stron, pod ró¿nymi 

k¹tami (ogl¹danie przedmiotu polega na popatrzeniu na niego z ró¿nych stron). 

 

 

Rysunek 3.1. Mimo, ¿e odbieramy obrazy dwuwymiarowe, nasze mózgi rozpoznaj¹ je jako 

trójwymiarowe � trzy równolegùoboki (figury pùaskie) ró¿nej jasno�ci, sklejone krawêdziami odbieramy 

jako trójwymiarowy sze�cian. 

 

Wykorzystuje siê to w kinie i telewizji, w których obserwujemy �wiat poprzez ekran 

2-wymiarowy. Wszystkie systemy �uprzestrzennienia� telewizji i kina polegaj¹ na 

dostarczeniu do jednego oka obrazu przesuniêtego wzglêdem drugiego obrazu dostarczonego 

do drugiego oka (przy czym oba obrazy s¹ 2-wymiarowe). Je�li nasza obserwacja 

rzeczywisto�ci 3-wymiarowej polega na jej rzutowaniu na 2-wymiarowy receptor, to dlaczego 

id1053703 pdfMachine by Broadgun Software  - a great PDF writer!  - a great PDF creator! - http://www.pdfmachine.com  http://www.broadgun.com 
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nie mieliby�my zrobiã tego samego z przestrzeni¹ 4,5,...,n � wymiarow¹ ? W dalszej czê�ci 

zostanie przedstawione w jaki sposób �patrzeã� w takiej przestrzeni, czyli jak rzutowaã tak¹ 

przestrzeñ na ekran 2-wymiarowy. 

 

3.2. MODEL MATEMATYCZNY 

 

 Zdefiniujmy narzêdzia matematyczne, sùu¿¹ce nam do opisu przestrzeni w której 

bêdziemy umieszczaã obserwowane obiekty. 

 

Def.3.1 Przestrzeni¹ obserwowan¹ X  bêdziemy nazywaã dowoln¹ przestrzeñ wektorow¹ 

nad ciaùem F liczb rzeczywistych, n-wymiarow¹, n≥3, z iloczynem skalarnym. 
 

Def.3.2 Punktem obserwowanym a bêdziemy nazywaã ka¿dy wektor przestrzeni 

obserwowanej X, czyli ka¿dy aX 

 

Def.3.3 XX
X 22:   

       








 


k

i

iikk

def

vwx¿etAvvvFNkXxAw
1

2121 .,,...,,,...,,:,   

 

Def.3.4 Niech p1,p2X - liniowo niezale¿ne, wX. Pùaszczyzn¹ obserwacyjn¹ PX  

bêdziemy nazywaã P=(w,{p1,p2}). 

 

Zdefiniowana w ten sposób pùaszczyzna obserwacyjna P bêdzie nam sùu¿yã jako 

ekran, poprzez który bêdziemy obserwowaã obiekty umieszczone w przestrzeni 

obserwowanej X. Wektor w wskazywaã bêdzie poùo¿enie �rodka tego ekranu, natomiast p1,p2 

jego osie. W tym momencie musimy zastanowiã siê w jaki sposób promienie �wietlne odbite 

od danego punktu obserwowanego bêd¹ zmierzaã do pùaszczyzny obserwacyjnej ? W 

przestrzeni 3-wymiarowej do danego punktu e pùaszczyzny obserwacyjnej P mog¹ dotrzeã 

tylko promienie �wietlne odbite od najbli¿szego punktu le¿¹cego na prostej prostopadùej do P 

i przechodz¹cej przez e. W przestrzeni 3-wymiarowej jest tylko jedna taka prosta. Natomiast 

w przestrzeni n-wymiarowej, dla n>3 takich prostych jest wiêcej. Pojawia siê wiêc problem: 

do jednego punktu e pùaszczyzny obserwacyjnej P mog¹ dotrzeã jednocze�nie promienie 

odbite od wielu punktów obserwowanego obiektu. Mo¿emy temu zapobiec poprzez wybór w 

danej chwili jednej konkretnej prostej prostopadùej do P, która bêdzie nam sùu¿yã jako 

kierunek wzdùu¿ którego bêdziemy w danej chwili dokonywaã rzutowania.  
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Def.3.5 Kierunkiem rzutowania r  na pùaszczyznê obserwacyjn¹ P=(w,{p1,p2}) bêdziemy 

nazywaã dowolny wektor rX  taki, ¿e wektory {p1 , p2 , r} s¹ liniowo niezale¿ne. 

 

Aby to dokùadnie zilustrowaã przyjmijmy na chwilê, ¿e nasza pùaszczyzna 

obserwacyjna P jest jednowymiarowa i przy jej pomocy chcemy obserwowaã bryùê 

3-wymiarow¹, np. tak¹ jaka jest przedstawiona na rys. 3.1. W celu poznania jej wygl¹du nie 

do�ã, ¿e bêdziemy musieli �obej�ã j¹ ze wszystkich stron�, to dodatkowo z ka¿dego punktu 

widzenia bêdziemy musieli j¹ �prze�ledziã z góry na dóù�. Na rysunku 3.2. pokazano sposób 

powstawania obrazu na jednowymiarowej pùaszczyênie obserwacyjnej P. Przedstawiono 

ró¿nice w obrazach, powstaj¹cych na jednowymiarowej pùaszczyênie obserwacyjnej P, 

uzyskane w wyniku zmiany ustawienia kierunku rzutowania r. Jak widaã na pùaszczyênie 

obserwacyjnej P widoczny jest fragment bryùy odpowiadaj¹cy ustawieniu P i kierunku 

rzutowania r. Jest to sytuacja analogiczna do �normalnej� obserwacji (przestrzeñ 

3-wymiarowa obserwowana przez oczy 2-wymiarowe), gdzie jeste�my w stanie dostrzec 

jedynie fragment bryùy widoczny z danego punktu widzenia. 

 

 

Rysunek 3.2. Pokazano dwa ró¿ne obrazy powstaj¹ce na jednowymiarowej pùaszczyênie obserwacyjnej P. 

Sytuacje (a) oraz (b) ró¿ni¹ siê jedynie innym ustawieniem kierunku rzutowania r. 

 

Na rysunku 3.3 przedstawiono 44 jednowymiarowe pùaszczyzny obserwacyjne, 

uzyskane w sposób pokazany na rysunku 3.2. Nale¿y zwróciã uwagê na fakt, ¿e wszystkie 

jednowymiarowe pùaszczyzny obserwacyjne przedstawione na tym rysunku ró¿ni¹ siê jedynie 

wyborem kierunku rzutowania r. Rysunek ten pozwala zauwa¿yã, ¿e zmieniaj¹c punkt 

widzenia poprzez zmianê poùo¿enia pùaszczyzny obserwacyjnej P, oraz zmieniaj¹c kierunek 
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rzutowania r przy danym poùo¿eniu pùaszczyzny obserwacyjnej P, mo¿emy uzyskaã wszystkie 

informacje o zewnêtrznym wygl¹dzie obserwowanego obiektu. Pozwala to na powstanie 

w naszym umy�le obrazu caùo�ci zewnêtrznego wygl¹du obserwowanej bryùy. 

 

 

Rysunek 3.3. Przedstawiono 44 obrazy powstaùe na jednowymiarowej pùaszczyênie obserwacyjnej przy 

ró¿nych ustawieniach kierunku rzutowania r. Ka¿da pozioma linia o szeroko�ci caùego rysunku stanowi 

tutaj jednowymiarow¹ pùaszczyznê obserwacyjn¹ przy konkretnym ustalonym r. Dla przejrzysto�ci 

rozdzielono pùaszczyzny obserwacyjne liniami biaùymi. 

 

Def.3.6 Kierunek rzutowania r  na pùaszczyznê obserwacyjn¹ P=(w,{p1,p2}) bêdziemy 

nazywaã wùa�ciwym je�li wektory {p1 , p2 , r} s¹ ukùadem ortogonalnym. 
 

Def.3.7 Prost¹ równolegù¹ do rX i przechodz¹c¹ przez aX  bêdziemy nazywaã zbiór 

ka,rX: 

ka,r 
def

  {xX : F  t.¿e  x= r+a}      
 

Def.3.8 Rzutem punktu obserwowanego aX zgodnym z kierunkiem rzutowania rX na 

pùaszczyznê obserwacyjn¹ P  bêdziemy nazywaã wektor: 

ePka,r   ,   gdzie ka,r jest prost¹ równolegù¹ do r i przechodz¹c¹ przez a 

 

Sprawdêmy czy taka definicja rzutu punktu obserwowanego jest prawidùowa, czyli czy 

dany punkt obserwowany a bêdzie widoczny w co najwy¿ej jednym miejscu pùaszczyzny 

obserwacyjnej P. Pokazuje to nastêpuj¹ce twierdzenie: 
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Twierdzenie 3.1 

 Niech: P=(w,{p1,p2})-pùaszczyzna obserwacyjna, 

  rX  -  kierunek rzutowania na pùaszczyznê obserwacyjn¹ P, 

  aX, 

ka,r - prosta równolegùa do r i przechodz¹ca przez a 

wtedy: zbiór Pka,r  jest zbiorem co najwy¿ej jednoelementowym 

Dowód:  

Hipoteza: e1e2  t.¿e  e1Pka,r  oraz  e2Pka,r   

czyli: 

e1e2  takie, ¿e  e1P  e2P  e1ka,r  e2ka,r   

korzystaj¹c z definicji P oraz z definicji ka,r otrzymujemy: 

1,2,3,4F  t.¿e e1= w+1 p1+2 p2  e2 = w+3 p1+4 p2 oraz 1,2F t.¿e e1=1 r+a  

e2=2 r+a  

z dwóch ostatnich otrzymanych wzorów na e1, e2 oraz z tego, ¿e e1e2 wynika 12; 

przyrównajmy otrzymane wzory na e1 oraz przyrównajmy otrzymane wzory na e2, wtedy: 

1 r+a= w+1 p1+2 p2  2 r+a= w+3 p1+4 p2  12   

z obu równañ policzmy a, wiêc: 

a= w+1 p1+2 p2 - 1 r  a= w+3 p1+4 p2 -2 r  12   

przyrównajmy otrzymane wzory na a, wtedy: 

w+1 p1+2 p2 -1 r = w+3 p1+4 p2 -2 r  12  

przenosz¹c na jedn¹ stronê i grupuj¹c otrzymamy: 

(2 - 1) r + (1 - 3) p1 + (2 - 4) p2 = 0  (2 - 1)0 

czyli wektory {p1 , p2 , r} nie s¹ liniowo niezale¿ne � jest to sprzeczne z definicj¹ kierunku 

rzutowania r, czyli hipoteza faùszywa ■ 

 

Poka¿emy teraz warunek konieczny i wystarczaj¹cy na to by dany punkt obserwowany 

a byù widoczny na pùaszczyênie obserwacyjnej P: 

 

Twierdzenie 3.2 

Niech: P=(w,{p1,p2})-pùaszczyzna obserwacyjna, 

  rX  -  kierunek rzutowania na pùaszczyznê obserwacyjn¹ P, 

  aX, 

ka,r - prosta równolegùa do r i przechodz¹ca przez a 
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wtedy: Pka,r    wtw  a-w   jest kombinacj¹ liniow¹ wektorów {p1, p2, r}  

Dowód: 

1)  

Pka,r    wiêc:  ePka,r  czyli:  eX  t.¿e  eP  eka,r  

korzystaj¹c z definicji P oraz z definicji ka,r otrzymujemy: 

1,2F  t.¿e  e = w+1 p1+2 p2  F t.¿e e= r+a   

przyrównajmy otrzymane wzory na e, wtedy: 

1,2,F  t.¿e  r+a= w+1 p1+2 p2   

wiêc: 

1,2,F   t.¿e   a-w=1 p1+2 p2+(-)r   

czyli  a-w  jest kombinacj¹ liniow¹ wektorów: {p1, p2, r}  □ 

2)  

a-w  jest kombinacj¹ liniow¹ wektorów {p1, p2, r} czyli: 

1,2,3F  t.¿e a-w=1 p1+2 p2+3 r   

zatem: 

1,2,3F  t.¿e  (-3)r+a= w+1 p1+2 p2  

przyjmijmy oznaczenie: e= w+1 p1+2 p2 , eX  wtedy:  

1,2F  t.¿e  e= w+1 p1+2 p2    =-3F  t.¿e  e= r+a   

korzystaj¹c z definicji P oraz z definicji ka,r otrzymujemy:  

eP  eka,r  czyli: ePka,r   

z tego wynika, ¿e: Pka,r    ■ 

 

Def.3.9 Niech  ePka,r  - rzut punktu obserwowanego aX zgodny z kierunkiem 

rzutowania rX na pùaszczyznê obserwacyjn¹ P=(w,{p1,p2}).  

 Poùo¿eniem rzutu punktu obserwowanego a bêdziemy nazywaã parê {1,2}, 

1,2F t.¿e  e= w+1 p1+2 p2 

Odlegùo�ci¹ rzutu punktu obserwowanego a bêdziemy nazywaã F t.¿e  e= r +a 

 
Oczywi�cie zdefiniowana w ten sposób odlegùo�ã rzutu nie speùnia wùasno�ci np. metryki ale 

jest idealna do naszych potrzeb. Poza odlegùo�ci¹ okre�la bowiem poprzez znak, równie¿ po 

której stronie pùaszczyzny obserwacyjnej P znajduje siê punkt obserwowany a. 

Zastanówmy siê teraz nad nastêpuj¹cym problemem: weêmy pùaszczyznê 

obserwacyjn¹ P, dowolny punkt a przestrzeni obserwowanej X oraz dowolny kierunek 
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rzutowania r. Wykonajmy rzut punktu obserwowanego a zgodnie z kierunkiem rzutowania r 

na pùaszczyznê obserwacyjn¹ P otrzymuj¹c punkt eP. Chcemy dowiedzieã siê jakie jest 

poùo¿enie punktu e na P oraz jaka jest jego odlegùo�ã od a, czyli chcemy policzyã poùo¿enie 

rzutu punktu obserwowanego a oraz odlegùo�ã rzutu punktu obserwowanego a. Jak to zrobiã 

pokazuje nam nastêpuj¹ce twierdzenie: 

 

Twierdzenie 3.3 

Niech: X - przestrzeñ obserwowana, n-wymiarowa, {x1,x2, ... ,xn} � baza X 

P=(w,{p1,p2})-pùaszczyzna obserwacyjna, {p1,p2}-ukùad ortogonalny, 
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wtedy: para {1,2} jest poùo¿eniem rzutu punktu obserwowanego a, 

   jest odlegùo�ci¹ rzutu punktu obserwowanego a 

Dowód: 

z zaùo¿enia mamy: i=1,2,...,n   1 p1,i+2 p2,i  -  ri = ai - wi  

mno¿¹c obie strony równañ przez xi oraz dodaj¹c wszystkie równania stronami otrzymamy:  
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czyli:   
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korzystaj¹c z przyjêtych oznaczeñ otrzymujemy: 

1 p1+2 p2 -  r = a-w  

wiêc: 

w+1 p1+2 p2 =  r + a  

przez  eX przyjmijmy: e= w+1 p1+2 p2,  wtedy:  

1, 2F  t.¿e  e= w+1 p1+2 p2    F  t.¿e  e= r+a   

korzystaj¹c z definicji P oraz z definicji ka,r otrzymujemy: 

eP  eka,r    1, 2F  t.¿e e= w+1 p1+2 p2  F  t.¿e  e= r+a   

wiêc: 

ePka,r  1, 2F  t.¿e e= w+1 p1+2 p2    F  t.¿e  e= r+a   

czyli para {1,2} jest poùo¿eniem rzutu punktu obserwowanego a, oraz   jest odlegùo�ci¹ 

rzutu punktu obserwowanego a  ■ 

 

Opiszemy teraz bryùy, które bêdziemy chcieli obserwowaã w przestrzeni 

obserwowanej X. S¹ to bryùy bêd¹ce czê�ci¹ wspóln¹ pewnej liczby póùprzestrzeni: 

 

Def.3.10 Póùprzestrzeni¹ Z(s,d)  zakotwiczon¹ w sX i skierowan¹ w kierunku dX bêdziemy 

nazywaã zbiór: 

  0),(:),(  dsxXxZ
def

ds  

 

Def.3.11 Hiperpowierzchni¹ S(s,d) zakotwiczon¹ w sX i skierowan¹ w kierunku dX 

bêdziemy nazywaã zbiór: 

  0),(:),(  dsxXxS
def

ds  

 

Def.3.12 Bryù¹ wypukù¹ Y  zawart¹ w póùprzestrzeniach: Z(s1,d1) , Z(s2,d2) , ... , Z(sk,dk)  bêdziemy 

nazywaã zbiór: 
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Def.3.13 Niech Y bêdzie bryù¹ wypukù¹ zawart¹ w póùprzestrzeniach Z(si,di), gdzie i=1,2,...,k. 

Fragment hiperpowierzchni S(si,di) nale¿¹cy do Y  bêdziemy nazywaã �cian¹ bryùy Y.  
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Zastanówmy siê chwilê jak �wiatùo odbija siê od �ciany bryùy wypukùej Y ? Wymiar 

przestrzeni obserwowanej X jak i wymiar bryùy wypukùej Y ustalmy np. na 7. Wtedy �ciany 

bryùy wypukùej Y oddzielaj¹ce wnêtrze bryùy od jej zewnêtrza bêd¹ obiektami 

6-wymiarowymi. Nale¿y zauwa¿yã, ¿e �wiatùo mo¿e siê odbiã od dowolnego punktu 

nale¿¹cego do takiej �ciany, czyli w przykùadowej sytuacji od dowolnego punktu nale¿¹cego 

do obiektu 6-wymiarowego (czyli równie¿ od �wnêtrza� takiego obiektu bêd¹cego �cian¹). 

Pytanie brzmi: jak¹ jasno�ã ma mieã �wiatùo odbite od danego punktu nale¿¹cego do �ciany 

np. 6-wymiarowej? Dziêki powy¿szej definicji hiperpowierzchni S(s,d) zawieraj¹cej �cianê 

odpowiedê jest banalna: jasno�ã zale¿y od kierunku skierowania d hiperpowierzchni S(s,d) 

zawieraj¹cej dan¹ �cianê, kierunku rzutowania r oraz od kierunku z którego biegnie �wiatùo. 

Zastanówmy siê teraz nad innym problemem. Weêmy dowolny punkt e pùaszczyzny 

obserwacyjnej P, eP. Aby stwierdziã która ze �cian bryùy wypukùej Y jest widoczna z punktu 

e musimy stwierdziã która z nich jest najbli¿ej. W tym celu musimy policzyã odlegùo�ã 

punktu e od ka¿dej hiperpowierzchni zawieraj¹cej �cianê. Sposób policzenia tej odlegùo�ci 

podaje nam twierdzenie 3.5. Wcze�niej jednak musimy pokazaã, ¿e z dowolnego punktu 

pùaszczyzny obserwacyjnej P widoczny jest dokùadnie jeden punkt hiperpowierzchni S(s,d) 

(niekoniecznie nale¿¹cy do bryùy wypukùej Y). 

 

Twierdzenie 3.4 

Niech: P=(w,{p1,p2})-pùaszczyzna obserwacyjna, {p1,p2}-ukùad ortogonalny 

 eP 

rX - wùa�ciwy kierunek rzutowania na pùaszczyznê obserwacyjn¹ P 

S(s,d)X  -  hiperpowierzchnia t.¿e  (r , d)  0 

wtedy:  aS(s,d)  dokùadnie jedno  t.¿e  e  jest rzutem punktu obserwowanego a  

zgodnym z kierunkiem rzutowania r  na pùaszczyznê obserwacyjn¹ P 

Dowód: 

1) Istnienie: 

przyjmijmy:  
),(

),(

dr

dse 
   oraz   a=e - r   

przeksztaùcaj¹c pierwsze równanie i licz¹c e z drugiego równania otrzymamy: 

(e -s , d) =  (r , d)  F  t.¿e  e= r+a  

czyli: 

(e -s , d) � (r , d) = 0  F  t.¿e  e= r+a  
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przeksztaùcaj¹c pierwsze równanie i korzystaj¹c z definicji ka,r otrzymujemy: 

(e - r -s , d) = 0  eka,r  

na pocz¹tku dowodu przyjêli�my a=e- r, podstawiaj¹c do iloczynu skalarnego otrzymujemy:  

(a -s , d) = 0  eka,r 

z zaùo¿enia eP wiêc: 

(a -s , d) = 0  ePka,r   

korzystaj¹c z definicji hiperpowierzchni oraz z definicji rzutu punktu obserwowanego mamy:  

aS(s,d)  oraz  e  jest rzutem punktu obserwowanego a zgodnym z kierunkiem rzutowania r □ 

2) Jedyno�ã: 

hipoteza:  ab  t.¿e  ePka,r  ePkb,r  aS(s,d)  bS(s,d)   

korzystaj¹c z definicji ka,r oraz z definicji S(s,d) otrzymujemy: 

1,2F  t.¿e  e=1 r+a  e=2 r+b  (a -s , d) = 0  (b -s , d) = 0  

wiêc: 

a=e-1 r  b=e-2 r  (a -s , d) = 0  (b -s , d) = 0 

podstawiaj¹c policzone a oraz b do iloczynów skalarnych otrzymujemy: 

a=e-1 r  b=e-2 r  (e-1 r -s , d) = 0  (e-2 r -s , d) = 0  

wiêc: 

a=e-1 r  b=e-2 r  1(r , d) = (e -s , d)  2(r , d) = (e -s , d) 

z dwóch ostatnich równañ liczymy 1 oraz 2 i otrzymujemy: 

a=e-1 r  b=e-2 r  1 = 2 = 
),(

),(

dr

dse 
  

z tego wynika, ¿e a=b czyli hipoteza faùszywa  ■ 

 

Twierdzenie 3.5 

Niech: P=(w,{p1,p2})-pùaszczyzna obserwacyjna, {p1,p2}-ukùad ortogonalny 

 eP  czyli  1, 2F  t.¿e  e= w+1 p1+2 p2 

rX - wùa�ciwy kierunek rzutowania na pùaszczyznê obserwacyjn¹ P 

S(s,d)X  -  hiperpowierzchnia t.¿e  (r , d)  0 

aS(s,d)  t.¿e  e  jest rzutem punktu obserwowanego a 

wtedy:  odlegùo�ã rzutu punktu obserwowanego  a  wynosi: 

),(

),( 2211

dr

dsppw 



  
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Dowód: 

Na mocy twierdzenia 3.4 wiemy ¿e: aS(s,d)  t.¿e  e  jest rzutem punktu obserwowanego a 

zgodnym z kierunkiem rzutowania r  oraz z zaùo¿enia  e= w+1 p1+2 p2  wiêc: 

(a-s,d) = 0  ePka,r  e= w+1 p1+2 p2   

korzystaj¹c z definicji ka,r otrzymujemy: 

(a-s,d) = 0  F  t.¿e  e= r+a   e= w+1 p1+2 p2   

przyrównajmy otrzymane wzory na e, wtedy: 

(a-s,d) = 0   r+a = w+1 p1+2 p2   

czyli: 

(a-s,d) = 0  a = w+1 p1+2 p2- r   

podstawiaj¹c policzone a do iloczynu skalarnego otrzymujemy: 

(w+1 p1+2 p2 - r -s , d) = 0   

zatem: 

(w+1 p1+2 p2 -s , d) - (r , d) = 0 

wiêc: 

(w+1 p1+2 p2 -s , d) =  (r , d)  

ostatecznie otrzymujemy: 
),(

),( 2211

dr

dsppw 



   ■ 

 

Korzystaj¹c z twierdzenia 3.5 mo¿emy sprawdziã dla dowolnego punktu nale¿¹cego 

do pùaszczyzny obserwacyjnej (ekranu) jego odlegùo�ã w kierunku r od ka¿dej 

hiperpowierzchni zawieraj¹cej �cianê bryùy. Mo¿emy wiêc sprawdziã która ze �cian 

nale¿¹cych do bryùy jest najbli¿ej, czyli która, patrz¹c w kierunku r z danego punktu 

pùaszczyzny obserwacyjnej (ekranu) przesùania inne wiêc jest widoczna. 

Nastêpne twierdzenie bêdzie nam potrzebne do �rozgl¹dania siê� w przestrzeni 

obserwowanej X 

 

Twierdzenie 3.6 

Niech: X - przestrzeñ obserwowana 

 {q1, q2,..., qn} � zbiór ortonormalny wektorów z X  

 qi, qj - dwa dowolne, ró¿ne wektory nale¿¹ce do {q1, q2,..., qn} 

1,2,1,2F , t.¿e 1[-1,1] , 2
12 1    , 1 = 2  , 2 = -1 

 t1=1qj + 2qi 



 32

t2=1qj + 2qi 

wtedy: zbiór powstaùy w wyniku zamiany wektorów qi,qj wektorami t1, t2 tzn. 

{q1, q2,..., qi-1, t1, qi+1, ..., qj-1, t2, qj+1, ..., qn} jest zbiorem ortonormalnym. 

Dowód: 

1) na pocz¹tku poka¿emy, ¿e powstaùe wektory t1,t2 s¹ ortonormalne: 

(t1,t2) = ( 1qj +2qi,  1qj +2qi) =  11(qj, qj) +12(qj, qi) +21(qi, qj) +22(qi, qi) = 

11 +22 =  1
2

1
2

11 11    =  11
2

11    = 0 

(t1,t1) = ( 1qj +2qi, 1qj +2qi) =  11(qj, qj) +12(qj, qi) +21(qi, qj) +22(qi, qi) = 

11 +22 = 
2

2
1

2
1 1 





    = 1

2 +1 -1
2 = 1 

(t2,t2) = (1qj +2qi, 1qj +2qi) =  11(qj, qj) +12(qj, qi) +21(qi, qj) +22(qi, qi) = 

11 +22 = 22  +(-1)(-1) = 2
1

2
2

11  




   = 1 -1

2 + 1
2 = 1 □ 

2) musimy jeszcze pokazaã, ¿e wektory t1,t2 s¹ ortogonalne z dowolnym wektorem qm 

nale¿¹cym do zbioru {q1, q2,..., qn} poza wektorami qi, qj, czyli: 

(t1,qm) = ( 1qj +2qi, qm) =  1(qj, qm) +2(qi, qm) = 0 

(t2,qm) = (1qj +2qi, qm) =  1(qj, qm) +2(qi, qm) = 0 ■ 

 

Przyjmijmy, ¿e wùa�ciwy kierunek rzutowania r jest sum¹ n-2 wektorów r0,r1,...,rn-3 

takich, ¿e ukùad {p1, p2, r0, r1, r2,..., rn-3} jest ukùadem ortonormalnym. Z powy¿szego 

twierdzenia wynika, ¿e je�li weêmiemy dowoln¹ parê wektorów ze zbioru 

{p1, p2, r0, r1, r2,..., rn-3} i zast¹pimy j¹ par¹ wektorów t1,t2 tak jak w omawianym twierdzeniu, 

to  powstaùy w ten sposób zbiór równie¿ bêdzie ortonormalny a wiêc nowy ukùad {p1,p2,r} 

bêdzie ortogonalny. Czyli zmiana �kierunku patrzenia� polegaã bêdzie na wyborze pary 

wektorów spo�ród zbioru {p1, p2, r0, r1, r2,..., rn-3} oraz zast¹pieniu jej now¹ par¹. Zmiana 

taka odpowiada obrotowi w pùaszczyênie utworzonej przez te dwa wektory i stanowi obrót 

�wokóù� podprzestrzeni n-2 wymiarowej 

 

3.3. PRZYK£ADY BRY£ 

Stosuj¹c wy¿ej opisany model matematyczny zdefiniowano formalnie kilka 

przykùadowych bryù wielowymiarowych oraz przedstawiono je na ekranie komputera.  

Rysunki o numerach od 3.4 do 3.9 przedstawiaj¹ kostkê 4-wymiarow¹ (bêd¹c¹ 

czterowymiarowym odpowiednikiem sze�cianu) ogl¹dan¹ z ró¿nych stron, przy ró¿nych 
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ustawieniach kierunku rzutowania r. Widaã na nich kilka przykùadowych konfiguracji 

sklejonych figur pùaskich o ró¿nej jasno�ci, przedstawiaj¹cych wygl¹d tej kostki. W wyniku 

obserwacji zauwa¿ono, ¿e jednocze�nie mo¿na byùo zobaczyã maksymalnie 4 �ciany. Stanowi 

to pewn¹ indywidualn¹ cechê jako�ciow¹ obserwowanego obiektu. Nale¿y zwróciã uwagê, ¿e 

kostka taka ma osiem �cian a ka¿da z tych �cian jest sze�cianem trójwymiarowym. Ju¿ w tym 

momencie u wiêkszo�ci ludzi wyobraênia zawodzi, poniewa¿ nasze mózgi nie s¹ nauczone do 

odbioru przestrzeni wiêcej ni¿ 3-wymiarowej poprzez wzrok, brak im w tym wzglêdzie 

do�wiadczenia. W tej sytuacji nale¿y spróbowaã patrzeã z ró¿nych stron na rozwa¿any obiekt 

wielowymiarowy i uczyã nasz mózg rozumienia takiej bryùy.  

 

 

 

Rysunek 3.4. Kostka 4-wymiarowa ogl¹dana z odpowiedniej strony i przy odpowiednim kierunku 

rzutowania r (kwadrat). 

 

 

 

Rysunek 3.5. Kostka 4-wymiarowa (3 sklejone prostok¹ty). 
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Rysunek 3.6. Kostka 4-wymiarowa (1 trójk¹t i 3 piêciok¹ty). 

 

 

 

Rysunek 3.7. Kostka 4-wymiarowa (2 trójk¹ty, 1 czworok¹t, 1 piêciok¹t). 

 

 

 

Rysunek 3.8. Kostka 4-wymiarowa (3 czworok¹ty i 1 sze�ciok¹t). 

 



 35

 

Rysunek 3.9. Kostka 4-wymiarowa (2 trójk¹ty, 1 piêciok¹t, 1 sze�ciok¹t). 

 

Rysunki o numerach od 3.10 do 3.13 przedstawiaj¹ kostkê 7-wymiarow¹ (bêd¹c¹ 

siedmiowymiarowym odpowiednikiem sze�cianu) ogl¹dan¹ z ró¿nych stron, przy ró¿nych 

ustawieniach kierunku rzutowania r. Widaã na nich kilka przykùadowych konfiguracji 

sklejonych figur pùaskich o ró¿nej jasno�ci, przedstawiaj¹cych wygl¹d tej kostki. W wyniku 

obserwacji zauwa¿ono, ¿e jednocze�nie mo¿na byùo zobaczyã maksymalnie 7 �cian. Stanowi 

to pewn¹ indywidualn¹ cechê jako�ciow¹ obserwowanego obiektu. Zauwa¿my, ¿e kostka taka 

ma czterna�cie �cian a ka¿da z tych �cian jest kostk¹ sze�ciowymiarow¹. 
 

 

Rysunek 3.10. Kostka 7-wymiarowa (3 czworok¹ty i 2 piêciok¹ty). 

. 

 

Rysunek 3.11. Kostka 7-wymiarowa (4 czworok¹ty, 1 piêciok¹t, 1 sze�ciok¹t). 
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Rysunek 3.12. Kostka 7-wymiarowa (1 trójk¹t, 2 czworok¹ty, 3 piêciok¹ty, 1 sze�ciok¹t). 

 

 

Rysunek 3.13. Kostka 7-wymiarowa (1 trójk¹t, 1 czworok¹t, 4 piêciok¹ty, 1 sze�ciok¹t). 

 

Wiêcej uzyskanych widoków przedstawionych bryù pokazano w dodatku A. 



4. IMPLEMENTACJA SYSTEMU DO WIZUALIZACJI OBIEKTÓW 

WIELOWYMIAROWYCH (BRY£ WYPUK£YCH) 

 

4.1. PROJEKT SYSTEMU 

Budowê systemu stanowi¹cego w tej pracy autorsk¹ propozycjê narzêdzia do 

�patrzenia� w przestrzeniach wielowymiarowych oparto na programowaniu o charakterze 

zdarzeniowym, polegaj¹cym na tym ¿e program konstruuje siê jako zestaw funkcji obsùugi, 

wywoùywanych przez system operacyjny w momencie wyst¹pienia jakiego� interesuj¹cego 

nas zdarzenia (np. wci�niêcie przycisku myszy, wybranie opcji z menu, u¿ycie klawiatury, 

poruszenie mysz¹, itp.). System sùu¿¹cy do wizualizacji bryùy n-wymiarowej musi realizowaã 

nastêpuj¹ce zadania: 

1) przechowywanie w pamiêci komputera opisu bryùy n-wymiarowej w odpowiedniej 

formie z wykorzystaniem odpowiednich struktur danych. 

2) zmiana punktu widzenia obserwowanej bryùy, poprzez przemieszczanie 

obserwatora w przestrzeni n-wymiarowej. 

3) rysowanie bryùy widzianej z danego miejsca przestrzeni. 

 

4.1.1. STRUKTURY DANYCH 

Na podstawie definicji 3.1 przyjêto, ¿e przestrzeñ obserwowana X jest przestrzeni¹ 

wektorow¹ nad ciaùem F, n-wymiarow¹, n≥3, z iloczynem skalarnym. Ustalono wektory 

{x1,x2,...,xn} bêd¹ce ortonormaln¹ baz¹ przestrzeni X. Ponadto ustalono, ¿e ciaùo F bêdzie 

ciaùem liczb rzeczywistych i iloczyn skalarny bêdzie dany wzorem: 

  



n

i

ii

def

qpqp
1

,  gdzie p,qX,   



n

i

ii xpp
1

,    



n

i

ii xqq
1

 

Bryùa wypukùa Y zgodnie z definicj¹ 3.12 jest czê�ci¹ wspóln¹ pewnej liczby póùprzestrzeni. 

Natomiast wg definicji 3.10 ka¿d¹ póùprzestrzeñ Z(s,d) okre�laj¹ w sposób jednoznaczny dwa 

wektory: s,dX. W celu opisania bryùy wypukùej przyjêto zatem nastêpuj¹ce struktury 

danych: 

 

struct TYP_WEKTOR 
  { 
  double X[MAX_WYMIAR]; 
  }; 
struct TYP_POLPRZESTRZEN 
  { 
  struct TYP_WEKTOR S,D; 
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  }; 
struct TYP_BRYLA 
  { 
  int LICZBA_SCIAN; 
  struct TYP_POLPRZESTRZEN POLPRZ[MAX_SCIAN]; 
  }; 
 

4.1.2. ZMIANA PUNKTU WIDZENIA W PRZESTRZENI n-WYMIAROWEJ 

Zgodnie z definicj¹ 3.4 pùaszczyznê obserwacyjn¹ P=(w,{p1,p2}) w sposób 

jednoznaczny okre�laj¹ trzy wektory. Dodatkowo na podstawie definicji 3.4 i definicji 3.5 

wiemy, ¿e aby wektor r byù wùa�ciwym kierunkiem rzutowania, wektory {p1,p2,r} musz¹ byã 

ukùadem ortogonalnym. Z powy¿szych faktów wynika ¿e zmianê punktu widzenia dokonuje 

siê poprzez zmianê wektorów: w,p1,p2,r . Zmianê t¹ mo¿emy podzieliã na dwa rodzaje:  

1) Zmiana poùo¿enia obserwatora � nastêpuje poprzez przesuniêcie pùaszczyzny 

obserwacyjnej o dany wektor yX. Jest to najprostsza operacja, bowiem w celu jej wykonania 

wystarczy zmieniã wektor w dodaj¹c do niego wektor y. 

2) Zmiana �kierunku patrzenia� � nastêpuje poprzez zmianê warto�ci wektorów p1,p2,r 

tak by równie¿ po zmianie wektory p1,p2,r byùy ukùadem ortogonalnym. Przyjêto, ¿e wektor r 

jest sum¹ n-2 wektorów r0,r1,...,rn-3 takich, ¿e ukùad {p1, p2, r0, r1, r2,..., rn-3} jest ukùadem 

ortonormalnym. Na podstawie twierdzenia 3.6 wiemy, ¿e je�li weêmiemy dowoln¹ parê  

 

 

Rysunek 4.1. Ci¹g instrukcji sùu¿¹cy zmianie dwóch wektorów q1,q2 zale¿nie od parametru ø1. Zmiana 

taka odpowiada obrotowi w pùaszczyênie utworzonej przez te wektory. 
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wektorów q1,q2 ze zbioru {p1, p2, r0, r1, r2,..., rn-3} i zast¹pimy j¹ par¹ wektorów t1,t2, gdzie: 

 t1=ø1q2 + ø2q1,   t2=1q2 + 2q1,  ø1[-1,1],   2
12 1   ,   1 = ø2,  2 = -ø1,  

to  powstaùy w ten sposób zbiór równie¿ bêdzie ortonormalny a wiêc nowy ukùad {p1,p2,r} 

bêdzie ortogonalny. W zwi¹zku z powy¿szym zmiana �kierunku patrzenia� polegaã bêdzie na 

wyborze pary wektorów spo�ród zbioru {p1, p2, r0, r1, r2,..., rn-3} oraz zast¹pieniu jej now¹ 

par¹. Zmiana taka bêdzie nastêpowaùa w wyniku naci�niêcia klawisza przyporz¹dkowanego 

danej parze. Spowoduje to obrót w pùaszczyênie utworzonej przez te wektory. 

 

4.1.3. RYSOWANIE BRY£Y 

Pùaszczyznê obserwacyjn¹ P=(w,{p1,p2}) w rzeczywisto�ci reprezentujemy poprzez 

dyskretn¹ siatkê punktów, mo¿liw¹ do przedstawienia na ekranie graficznym. Dla ka¿dego 

punktu takiej siatki (o wspóùrzêdnych 1, 2 wzglêdem siatki) mo¿emy na podstawie 

twierdzenia 3.5 policzyã jego odlegùo�ã  w kierunku r od ka¿dej hiperpowierzchni S(s,d) 

zawieraj¹cej �cianê bryùy. Dokonujemy tego przy pomocy wzoru: 
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Mo¿emy wiêc sprawdziã która ze �cian nale¿¹cych do bryùy jest najbli¿ej, czyli która, patrz¹c 

w kierunku r z danego punktu pùaszczyzny obserwacyjnej (ekranu) przesùania inne wiêc jest 

widoczna.  

Fakt i¿ dana hiperpowierzchnia jest najbli¿ej w kierunku r nie jest wystarczaj¹cy � 

nale¿y dodatkowo sprawdziã czy punkt a hiperpowierzchni  widoczny w kierunku r nale¿y do 

�ciany bryùy czyli do fragmentu hiperpowierzchni nale¿¹cego do bryùy. Mo¿na to zrealizowaã 

z definicji bryùy (definicja 3.12) poprzez sprawdzenie czy dany punkt a nale¿y do ka¿dej 

póùprzestrzeni tworz¹cej bryùê. Wystarczy wiêc sprawdziã czy: Z(si,di) zachodzi (a-si,di) ≥0, 

gdzie i=1..k oraz Z(s1,d1) , Z(s2,d2) , ... , Z(sk,dk) - póùprzestrzenie w których zawarta jest bryùa 

wypukùa Y. 

Pozostaje ostatni problem: w jaki sposób �wiatùo odbija siê od �ciany bryùy wypukùej 

Y ? Przyjêto ¿e patrz¹c w kierunku r jasno�ã �wiecenia punktu hiperpowierzchni S(s,d) jest 

wprost proporcjonalna do warto�ci iloczynu skalarnego (r,d). Sposób dziaùania caùej wy¿ej 

opisanej procedury rysuj¹cej bryùê, zostaù przedstawiony w postaci schematu blokowego na 

rysunku 4.2. Procedurê t¹ system bêdzie wywoùywaã po ka¿dej zmianie jednego z wektorów 

w,p1,p2,r. 
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Rysunek 4.2. Schemat blokowy procedury rysuj¹cej bryùê wypukù¹. 
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4.2. SPOSÓB UÝYTKOWANIA 

Ni¿ej opisany system zostaù opracowany w oparciu o teoriê z rozdziaùu 3. Sùu¿y on do 

ogl¹dania dowolnych bryù wypukùych, których wymiar nie przekracza 7 a liczba �cian 30. Jest 

napisany w jêzyku C, przygotowany do pracy w systemie  Windows, skompilowany w 

�rodowisku Borland C++. Pracê z systemem rozpoczynamy od wczytania pliku z opisem 

bryùy. Nastêpuje to poprzez wybranie z gùównego menu opcji PLIK a nastêpnie CZYTAJ. 

Parametry pracy mo¿emy zmieniaã przy pomocy opcji PARAMETRY. Poruszanie siê po 

n-wymiarowej przestrzeni w celu zmiany punktu widzenia, nastêpuje poprzez u¿ycie 

odpowiednich klawiszy. Okno systemu skùada siê z dwóch zasadniczych czê�ci: okna 

graficznego, które sùu¿y do przedstawiania wygl¹du ogl¹danej bryùy oraz okna tekstowego, na 

którym pojawiaj¹ siê pewne informacje tekstowe. 

 

 

Rysunek 4.3. Wygl¹d okna systemu skùadaj¹cego siê z dwóch czê�ci: graficznej i tekstowej.  

 

4.2.1. DANE WEJÚCIOWE 

 Opis bryùy któr¹ chcemy ogl¹daã, wczytywany jest z pliku o rozszerzeniu �dat� w 

którym informacje zapisane s¹ w nastêpuj¹cym formacie: 

1) nagùówek: 

1   -  (warto�ã typu integer) staùa wynosz¹ca jeden, oznacza ¿e plik opisuje bryùê, 

n   -  (warto�ã typu integer) wymiar bryùy (maksymalnie 7), 

k   -  (warto�ã typu integer) liczba póùprzestrzeni definiuj¹cych bryùê (maksymalnie 30). 

2) parametry okre�laj¹ce k póùprzestrzeni definiuj¹cych konkretn¹ bryùê: 

wektor s1 - (n warto�ci typu float) wspóùrzêdne wektora s1 póùprzestrzeni Z(s1,d1), 

wektor d1 - (n warto�ci typu float) wspóùrzêdne wektora d1 póùprzestrzeni Z(s1,d1), 

... 

wektor sk - (n warto�ci typu float) wspóùrzêdne wektora sk póùprzestrzeni Z(sk,dk), 
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wektor dk - (n warto�ci typu float) wspóùrzêdne wektora dk póùprzestrzeni Z(sk,dk), 

 

gdzie Z(s1,d1) , Z(s2,d2) , ... , Z(sk,dk) - póùprzestrzenie w których zawarta jest definiowana bryùa 

(zgodnie z definicj¹ 3.12). Jak ùatwo zauwa¿yã, plik ma poprawny format je�li po trzech 

warto�ciach typu integer zawiera 2*n*k warto�ci typu float. Przykùadowa procedura 

generuj¹ca plik z bryù¹ wypukù¹ zawart¹ w strukturze BRYLA (typu struct TYP_BRYLA 

opisanego w punkcie 4.1.1) wygl¹da nastêpuj¹co: 

 

int zapisz_plik(char nazwa[]) 
 { 
 float wx; 
 int i,j; 
 FILE *w_pliku; 
 
 w_pliku = fopen(nazwa,"wb"); if (w_pliku==NULL) return 1; 
 
 fprintf(w_pliku,"%d\n",1);         // typ obiektów 
 fprintf(w_pliku,"%d\n",WYMIAR);             // liczba wymiarów 
 fprintf(w_pliku,"%d\n",BRYLA.LICZBA_SCIAN); // liczba �cian 
 for (i=0;i<(BRYLA.LICZBA_SCIAN);i++) 
   { 
   for (j=0;j<WYMIAR;j++) 
     { 
     wx=BRYLA.POLPRZ[i].S.X[j]; 
     fprintf(w_pliku,"%f\n",wx); 
     } 
   for (j=0;j<WYMIAR;j++) 
     { 
     wx=BRYLA.POLPRZ[i].D.X[j]; 
     fprintf(w_pliku,"%f\n",wx); 
     } 
   } 
 fclose(w_pliku); 
 return 0; 
 } 
 

Wczytanie pliku z opisem bryùy nastêpuje poprzez wybranie z gùównego menu opcji 

PLIK a nastêpnie CZYTAJ. 

 

4.2.2. PARAMETRY 

 Wybieraj¹c w menu opcjê PARAMETRY mo¿emy zmieniaã pewne ustawienia 

programu, mianowicie: 

1) KOLOR T£A � zmieniaj¹c ten parametr mo¿emy wybraã biaùe lub czarne tùo na 

którym przedstawiana bêdzie ogl¹dana bryùa. 



 43

2) SKOK OBROTU � parametr reprezentuj¹cy k¹t obrotu o jaki zmieni siê �kierunek 

patrzenia� w wyniku naci�niêcia jednego z klawiszy przyporz¹dkowanych takiej zmianie. 

3) SKOK PRZESUNIÆCIA � okre�la wielko�ã przemieszczenia obserwatora w 

wyniku u¿ycia jednego z klawiszy powoduj¹cych zmianê jego poùo¿enia. 

 

 

Rysunek 4.4. Wygl¹d okna wywoùywanego w celu zmiany parametrów.  

 

4.2.3. FUNKCJE KLAWISZY 

W celu zmiany punktu widzenia mo¿emy siê poruszaã po n-wymiarowej przestrzeni 

poprzez u¿ycie odpowiednich klawiszy.  

 

 

Rysunek 4.5. Kolorami oznaczono klawisze sùu¿¹ce do poruszania siê po n-wymiarowej przestrzeni. 

(1) kolor ¿óùty � klawisze sùu¿¹ce zmianie poùo¿enia wzdùu¿ osi wspóùrzêdnych, (2) kolor niebieski � 

zmiana poùo¿enia wzdùu¿ kierunku rzutowania r, (3) kolor czerwony � zmiana poùo¿enia wzdùu¿ osi 

pùaszczyzny obserwacyjnej, (4) kolor zielony � zmiana �kierunku patrzenia�. 

 

1) Zmiana poùo¿enia wzdùu¿ osi wspóùrzêdnych � sùu¿¹ do tego klawisze z 

podstawowej klawiatury, oznaczone cyframi 1,2,3,...,7. Przemieszczenie wzdùu¿ i-tej osi 

wspóùrzêdnych nastêpuje poprzez wci�niêcie klawisza z cyfr¹ i, czyli przemieszczenie wzdùu¿ 

osi nr 1 po wci�niêciu klawisza z cyfr¹ 1, wzdùu¿ osi nr 2 po wci�niêciu klawisza z cyfr¹ 2, 

itd. Liczba aktywnych klawiszy zale¿y bezpo�rednio od liczby wymiarów � dla bryùy np. 

czterowymiarowej aktywne s¹ klawisze 1,2,3,4. Warto�ã przemieszczenia, które nastêpuje 



 44

przy jednokrotnym u¿yciu odpowiedzialnego za to klawisza, zawarta jest w parametrze 

SKOK PRZESUNIÆCIA. Je�li natomiast u¿yjemy tego klawisza ù¹cznie z klawiszem SHIFT 

to przemieszczenie nast¹pi o ujemn¹ warto�ã parametru SKOK PRZESUNIÆCIA, czyli w 

przeciwn¹ stronê. 

2) Zmiana poùo¿enia wzdùu¿ kierunku rzutowania r � przemieszczenie nastêpuje 

poprzez wci�niêcie klawisza ze znakiem �<� (przemieszczenie �do przodu�) lub �>� 

(przemieszczenie �do tyùu�). Warto�ã przemieszczenia, które nastêpuje przy jednokrotnym 

u¿yciu klawisza, zawarta jest w parametrze SKOK PRZESUNIÆCIA.  

3) Zmiana poùo¿enia wzdùu¿ osi p1, p2 pùaszczyzny obserwacyjnej P. Przemieszczenie 

obserwatora nastêpuje poprzez wci�niêcie nastêpuj¹cych klawiszy: 

- klawisz �[�  - przemieszczenie w prawo, 

- klawisz �]�  - przemieszczenie w lewo, 

- klawisz �{�  - przemieszczenie w dóù, 

- klawisz �}�  - przemieszczenie w górê. 

 

 

Rysunek 4.6. Przedstawiono efekt u¿ycia klawiszy odpowiedzialnych za zmianê poùo¿enia wzdùu¿ osi 

pùaszczyzny obserwacyjnej P. Rysunki kolejno od lewej przedstawiaj¹ przemieszczenie obserwatora: 

(1) w prawo, (2) w lewo, (3) w dóù, (4) w górê. 

 

Warto�ã przemieszczenia, które nastêpuje przy jednokrotnym u¿yciu klawisza, zawarta jest w 

parametrze SKOK PRZESUNIÆCIA.  

4) Zmiana �kierunku patrzenia� - jak ju¿ wspomniano w punkcie 4.1.2 nastêpuje 

poprzez odpowiedni¹ zmianê pary wektorów z ortonormalnego zbioru 

{p1, p2, r0, r1, r2,..., rn-3}. Przypomnijmy, ¿e p1, p2 oznaczaj¹ wektory definiuj¹ce pùaszczyznê 

obserwacyjn¹ a suma wektorów r0, r1, r2,..., rn-3 stanowi wektor bêd¹cy wùa�ciwym 

kierunkiem rzutowania r. Ka¿dej parze przyporz¹dkowano odpowiedni klawisz, ustalaj¹c 

pewn¹ kolejno�ã par oraz pewn¹ kolejno�ã klawiszy. Ustalono dla zbioru 

{p1, p2, r0, r1, r2,..., rn-3} kolejno�ã par w nastêpuj¹cy sposób: 

{p1, p2},{p1, r0},{p1, r1},...,{p1, rn-3}, 
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{p2, r0},{p2, r1},{p2, r2},...,{p2, rn-3}, 

{r0, r1},{r0, r2},{r0, r3},...,{r0, rn-3}, 

... 

{rn-4, rn-3} 

Kolejnej parze przyporz¹dkowany zostaù kolejny klawisz z oznaczeniem literowym.  

Kolejno�ã klawiszy z literami ustalono wg ich fizycznego poùo¿enia na klawiaturze, z lewa na 

prawo oraz z góry na dóù, czyli: qwertyuiopasdfghjklzx. Aktywnych jest tyle klawiszy ile jest 

dwuelementowych podzbiorów zbioru {p1, p2, r0, r1, r2,..., rn-3}, czyli: n(n-1)/2. Na rysunkach 

4.7. i 4.8. przedstawiono dla przykùadu, przyporz¹dkowanie parom wektorów klawiszy dla 

przestrzeni 4-wymiarowej i 7-wymiarowej. 

 

 

Rysunek 4.7. Klawisze sùu¿¹ce do zmiany �kierunku patrzenia� w przestrzeni czterowymiarowej.  

 

Zmiana wybranej pary wektorów, która nastêpuje przy jednokrotnym u¿yciu 

odpowiedzialnego za to klawisza, zawarta jest w parametrze SKOK OBROTU i oznacza 

obrót w pùaszczyênie wyznaczonej przez t¹ parê wektorów.  

 

 

Rysunek 4.8. Klawisze sùu¿¹ce do zmiany �kierunku patrzenia� w przestrzeni siedmiowymiarowej. 
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Je�li natomiast u¿yjemy tego klawisza ù¹cznie z klawiszem SHIFT to zmiana nast¹pi o 

ujemn¹ warto�ã parametru SKOK OBROTU, co oznacza obrót w przeciwn¹ stronê.  

 

 

Rysunek 4.9. Przedstawiono efekt u¿ycia klawiszy odpowiedzialnych za zmianê �kierunku patrzenia� 

w przestrzeni 3-wymiarowej. Rysunki kolejno od lewej przedstawiaj¹: (1) sytuacja wyj�ciowa, (2) zmiana 

wektorów p1 p2, (3) zmiana wektorów p1 r0, (4) zmiana wektorów p2 r0. 

 

Je¿eli zmianie ulega para wektorów w�ród których znajduje siê wektor p1 lub p2, oznacza to 

zmianê ustawienia pùaszczyzny obserwacyjnej (ekranu). Je�li natomiast zmianie ulega para 

wektorów w�ród których znajduje siê wektor ri, dla i=0..n-3, oznacza to zmianê ustawienia 

wùa�ciwego kierunku rzutowania r. 

 

4.2.4. OKNO TEKSTOWE 

 W oknie tekstowym pojawiaj¹ siê nastêpuj¹ce informacje: 

  - WYMIAR PRZESTRZENI  - okre�la liczbê wymiarów przestrzeni w której znajduje 

siê obserwowana bryùa, 

  - D£UGOÚÃ W - okre�la odlegùo�ã pùaszczyzny obserwacyjnej od �rodka ukùadu 

wspóùrzêdnych, 

  - P£ASZCZYZNA OBROTU � przedstawia parê wektorów, które braùy udziaù 

w ostatniej zmianie �kierunku patrzenia�. 

 

4.2.5. OKNO GRAFICZNE 

 W tym oknie pojawia siê wygl¹d ogl¹danej bryùy. Wielko�ã okna graficznego mo¿emy 

zmieniaã rozci¹gaj¹c okno systemu kursorem myszy. Bezpo�rednio od wielko�ci okna 

graficznego zale¿y szybko�ã dziaùania programu, bowiem procedura rysuj¹ca bryùê, dla 

ka¿dego punktu okna graficznego liczy jego jasno�ã. Nie nale¿y wiêc stosowaã wiêkszego 

okna, ni¿ jest aktualnie potrzebne dla poprawnej orientacji w ksztaùcie bryùy, bo powoduje to 

znacz¹ce pogorszenie sprawno�ci obliczeniowej programu. 



5. PROBLEM WIZUALIZACJI WIELOWYMIAROWYCH ZBIORÓW 

DANYCH DYSKRETNYCH 

 

 Zdarza siê, ¿e bardzo zùo¿on¹ rzeczywisto�ã trzeba koniecznie rozpatrywaã, bior¹c 

pod uwagê du¿¹ liczbê aspektów. Hurtownie danych bêd¹ce du¿ymi analitycznymi bazami 

danych, sùu¿¹cymi wszelkiego rodzaju analizom, czêsto stanowi¹ cenne êródùo danych � 

jednak z reguùy wielowymiarowych. Pozyskanie z takiej bazy konkretnych informacji mo¿e 

byã uùatwione poprzez mo¿liwo�ã jako�ciowej oceny tych danych. W dalszej czê�ci tego 

rozdziaùu zostan¹ przedstawione przykùady zagadnieñ wymagaj¹cych jako�ciowego 

(pogl¹dowego) analizowania zbiorów danych wielowymiarowych. 

 

5.1. ROZPOZNAWANIE OBRAZÓW 

Teoria rozpoznawania obrazów rozwinêùa siê wraz z badaniami zwi¹zanymi ze 

sztuczn¹ inteligencj¹, maj¹cymi na celu uzyskanie od komputerów dziaùañ podobnych do 

tych, jakie realizuje czùowiek za pomoc¹ swojej inteligencji (literatura [32]). Zadanie 

rozpoznawania obrazów w ogólnym przypadku polega na okre�leniu przynale¿no�ci 

rozmaitego rodzaju obiektów do pewnych klas. Ma to nast¹piã w sytuacji, w której jedyna 

wiedza jak¹ dysponujemy na temat wymaganych form dziaùania algorytmu rozpoznaj¹cego 

zawarta jest w ci¹gu ucz¹cym, zùo¿onym z obiektów dla których znana jest prawidùowa 

klasyfikacja � ale nie reguùy rz¹dz¹ce t¹ klasyfikacj¹. 

 Oznaczmy przez  zbiór obiektów podlegaj¹cych rozpoznawaniu. Przyjmijmy, ¿e 

istnieje na tym zbiorze relacja równowa¿no�ci x dziel¹ca zbiór  na klasy  i  takie, ¿e: 


Ii

iZZ


  ,  gdzie - zbiór indeksów klas.
 

Zadanie rozpoznawania polega na znalezieniu odwzorowania g:, przyporz¹dkowuj¹cego 

rozpoznawanemu obiektowi ze zbioru  numer klasy równowa¿no�ci, do której ten obiekt 

nale¿y. W klasycznych metodach rozpoznawania obrazów (literatura [32]) odwzorowanie g 

realizowane jest jako zùo¿enie trzech odwzorowañ g=cba , gdzie : 

1) a:  nazywane recepcj¹ - odwzorowanie to przyporz¹dkowuje obiektowi ze 

zbioru  punkt w wielowymiarowej przestrzeni cech . Liczba wymiarów przestrzeni  

zale¿y od liczby rozpatrywanych cech rozpoznawanych obiektów ze zbioru . 

2) b:L oznacza obliczanie warto�ci tzw. funkcji przynale¿no�ci. Odwzorowanie 

to przyporz¹dkowuje punktowi z przestrzeni cech (pewnemu nieznanemu obiektowi 
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podlegaj¹cemu rozpoznawaniu) pewn¹ miarê �podobieñstwa� do poszczególnych klas  i, 

gdzie L oznacza liczbê klas. Czyli �podobieñstwo� mo¿emy tu przedstawiã jako wektor 

zùo¿ony z L liczb rzeczywistych, 

3) c:LI oznacza proces podejmowania decyzji, w wyniku którego warto�ciom 

funkcji przynale¿no�ci przyporz¹dkowywany jest numer klasy, do której badany obiekt 

nale¿y. 

 W opisanym powy¿ej procesie rozpoznawania, istotn¹ rolê odgrywa wybór cech 

branych pod uwagê przy konstrukcji wielowymiarowej przestrzeni . Bowiem poprawno�ã 

dalszego procesu rozpoznawania zale¿y bezpo�rednio od wzajemnego rozmieszczenia 

poszczególnych klas w tej przestrzeni. Dodatkowe utrudnienie jest spowodowane tym, ¿e 

niepowodzenie algorytmu rozpoznaj¹cego wcale nie musi �wiadczyã o zùym wyborze 

przestrzeni cech . Konieczna wtedy staje siê mo¿liwo�ã jako�ciowej analizy rozmieszczenia 

w przestrzeni  zbiorów punktów, reprezentuj¹cych poszczególne klasy.  

Mo¿liwo�ã powstania skutecznego algorytmu rozpoznaj¹cego, uzale¿niona jest 

bezpo�rednio od nastêpuj¹cych jako�ciowych wùasno�ci zbiorów punktów bêd¹cych 

reprezentantami poszczególnych klas: 

1) Zachodzenie na siebie zbiorów, czyli czê�ciowe lub caùkowite pokrywanie siê 

podobszarów przestrzeni cech przynale¿¹cych do poszczególnych zbiorów. Wyst¹pienie tego 

zjawiska �wiadczy o tym, ¿e cechy wybrane do reprezentacji rozpoznawanych obiektów, nie 

s¹ do tego wystarczaj¹ce. Rozwi¹zaniem tego problemu mo¿e byã inny dobór cech, z których 

konstruujemy przestrzeñ cech . Je�li dobór innych cech nie jest mo¿liwy oznacza to, ¿e dany 

problem rozpoznawania jest nierozwi¹zywalny.  

2) Wystêpowanie punktów bêd¹cych zakùóceniami. Mog¹ one powstaã np. w wyniku 

zùego przyporz¹dkowania niektórych obiektów do niewùa�ciwych klas w trakcie tworzenia 

ci¹gu ucz¹cego. Je�li analiza jako�ciowa pozwoliùaby zauwa¿yã punkty bêd¹ce zakùóceniami, 

wtedy mo¿na by je pomin¹ã w dalszej analizie. Dziêki temu mo¿na unikn¹ã sytuacji w której 

na podstawie zakùóceñ wyci¹gniête zostaj¹ bùêdne wnioski, prowadz¹ce do powstania bùêdnej 

procedury rozpoznaj¹cej.  

3) Niejednospójno�ã zbioru punktów reprezentuj¹cych dan¹ klasê. Zauwa¿enie tej 

wùasno�ci pozwala unikn¹ã sytuacji, w której procedura rozpoznaj¹ca �na siùê� stara siê obj¹ã 

punkty nale¿¹ce w istocie do kilku klas jednym spójnym obszarem. Jest to istotne szczególnie 

wtedy, gdy pomiêdzy dwoma obszarami zawieraj¹cymi punkty reprezentuj¹ce dan¹ klasê, 

znajduje siê obszar zawieraj¹cy punkty reprezentuj¹ce inn¹ klasê. 
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 Analiza jako�ciowa struktury zbioru danych ucz¹cych w przestrzeni cech , mogùaby 

pozwoliã na bezpo�rednie zaobserwowanie powy¿szych wùasno�ci oraz na skorygowanie 

zadañ stawianych w efekcie algorytmom rozpoznawania. 

 

5.2. EKONOMIA 

Ekonometria jest dziedzin¹ nauki zajmuj¹c¹ siê badaniem zale¿no�ci pomiêdzy 

zmiennymi reprezentuj¹cymi procesy i zjawiska ekonomiczne, na podstawie materiaùu 

empirycznego. Poniewa¿ zjawiska te s¹ bardzo zùo¿one, postrzegaj¹c je operujemy w sposób 

mniej lub bardziej �wiadomy wieloma wymiarami danych (literatura [36], [33]). Dla celów 

ekonomii opracowano wiele metod sùu¿¹cych ukazaniu struktury danych opisuj¹cych zùo¿one 

zagadnienia, poprzez analizê wielowymiarowej przestrzeni, w której punkty odpowiadaj¹ 

badanym obiektom. Jednak metody te s¹ na ogóù metodami ilo�ciowymi. Istota metod 

opisywanych w tej pracy umo¿liwia jako�ciow¹ analizê danych wielowymiarowych w 

opisanych ni¿ej przykùadowych problemach. 

 

5.2.1. OCENA KONDYCJI FIRMY 

 Kondycjê firmy opisuje wiele wskaêników ekonomiczno-finansowych oraz 

rynkowych. Uzyskanie z tej licznej grupy wskaêników obiektywnej oceny w postaci jednej 

syntetycznej miary bywa czêsto bardzo zùo¿one. Jedn¹ z metod wykorzystywanych do 

rozwi¹zania tego problemu jest analiza dyskryminacyjna. Polega ona na przyporz¹dkowaniu 

danej obserwacji do jednej z wcze�niej ustalonych grup. Stan firmy reprezentowany jest przez 

punkt w wielowymiarowej przestrzeni w której ka¿dy ze wskaêników opisuj¹cych firmê 

stanowi jeden wymiar. Poszczególne grupy reprezentowane s¹ poprzez punkty odpowiadaj¹ce 

firmom bêd¹cym reprezentantami tych grup. Przyporz¹dkowanie do danej grupy mo¿na 

zrealizowaã dziel¹c przestrzeñ przy pomocy odpowiedniej funkcji dyskryminacyjnej. 

Problemem jest wybór funkcji potrafi¹cej odpowiednio podzieliã omawian¹ przestrzeñ. 

 Poùo¿enie punktu reprezentuj¹cego badan¹ firmê w obszarze wystêpowania punktów 

reprezentuj¹cych firmy dobrze prosperuj¹ce, �wiadczy o jej dobrej kondycji. Jako�ciowa 

obserwacja takiej przestrzeni mogùaby pozwoliã stwierdziã w sposób bezpo�redni, w obrêbie 

której grupy punktów znajduje siê punkt reprezentuj¹cy badan¹ firmê.  

 

5.2.2. SEGMENTACJA RYNKU 

 Rynki skùadaj¹ siê z nabywców o ró¿nych potrzebach. Segmentacja rynku polega na 

podziale rynku na klasy nabywców. Nastêpuje to na podstawie podobieñstwa wybranych 
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kryteriów charakteryzuj¹cych klientów. Dziêki segmentacji mo¿na oceniã atrakcyjno�ã 

rynkow¹ uzyskanych grup konsumentów. Przedsiêbiorstwo mo¿e dotrzeã do odpowiedniej 

grupy konsumentów, dostosowaã produkt do ich potrzeb oraz zauwa¿yã ró¿nego rodzaju 

zmiany w preferencjach.  

Klient reprezentowany jest przez punkt w wielowymiarowej przestrzeni w której 

ka¿dy z kryteriów go charakteryzuj¹cych stanowi jeden wymiar. W takiej sytuacji 

segmentacja polega na zauwa¿eniu pewnych skupisk punktów reprezentuj¹cych grupy 

konsumentów. Analiza jako�ciowa takiej przestrzeni mogùaby pozwoliã na bezpo�rednie 

zaobserwowanie tych skupisk. 

 

5.2.3. WYKRYWANIE LUKI NA RYNKU   

Jedn¹ ze strategii marketingowych jest poszukiwanie luki rynkowej, czyli nowej 

pozycji w �wiadomo�ci klientów, odpowiadaj¹cej po¿¹danemu towarowi lub usùudze � 

których brak. Sposób w jaki konsumenci postrzegaj¹ produkty mo¿na przedstawiã w postaci 

wielowymiarowej przestrzeni. Umo¿liwia ona obserwacjê cech towarów, które s¹ dla 

klientów najbardziej po¿¹dane. Ka¿dy wymiar tej przestrzeni okre�la konkretn¹ cechê towaru 

postrzegan¹ przez klientów. Analiza jako�ciowa takiej przestrzeni mo¿e pomóc w znalezieniu 

odpowiednich obszarów, które nie s¹ zapeùnione punktami. Obszary te mog¹ stanowiã 

poszukiwan¹ lukê rynkow¹, czyli mog¹ sugerowaã odpowiednie poù¹czenie po¿¹danych cech 

towarów, których nie speùniaj¹ towary bêd¹ce na rynku. 

 

5.2.4. WYKRYWANIE NIETYPOWYCH ZACHOWAÑ KLIENTÓW 

 Zachowanie klienta mo¿na opisaã wieloma parametrami. Je�li ka¿dy z parametrów 

potraktujemy jako wymiar przestrzeni wielowymiarowej, to zachowanie klienta bêdzie 

reprezentowane poprzez punkt. Nietypowe zachowanie klienta bêdzie zauwa¿alne jako 

odosobniony punkt w przestrzeni. Mo¿na je rozpatrywaã jako nietypowe zachowanie danego 

klienta na tle innych klientów lub nietypowe zachowanie danego klienta w porównaniu z jego 

wcze�niejszym zachowaniem. Nietypowe zachowanie na tle innych �wiadczy o 

indywidualno�ci klienta, co mo¿e byã pozytywne (np. zysk banku dziêki du¿ym obrotom 

klienta), neutralne lub negatywne (np. chêã oszukania banku przez kredytobiorcê). Natomiast 

nietypowe zachowanie w porównaniu z wcze�niejszymi przyzwyczajeniami mo¿e �wiadczyã 

o zmianie preferencji klienta (mo¿na wtedy skierowaã do klienta now¹ ofertê) lub o tym, ¿e 

miejsce klienta zaj¹ù kto� inny (np. w wyniku kradzie¿y karty kredytowej). Z powy¿szego 
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wynika, ¿e niezale¿nie od przyczyny - korzystne jest zauwa¿enie nietypowego zachowania 

klienta.  

 Jako�ciowa analiza wielowymiarowej przestrzeni mo¿e pomóc w wykryciu 

odosobnionych punktów reprezentuj¹cych nietypowe zachowania klientów. 

 

5.3. WYSTÆPOWANIE Z£ÓÝ 

 Rozwój metod i aparatury pomiarowej oraz systemów interpretacyjnych sùu¿¹cych 

wykrywaniu zùó¿ surowców naturalnych, spowodowaù mo¿liwo�ã kompleksowego podej�cia 

do rozwi¹zywania problemów zùo¿owych. Skomplikowane warunki geologiczne w jakich 

wystêpuj¹ zùo¿a, zmuszaj¹ do jednoczesnego u¿ycia wielu metod pomiarowych. Stosuje siê 

pomiary z u¿yciem fal sejsmicznych, profilowania termicznego, fal akustycznych, itd. Wiele 

metod pomiarowych oznacza, ¿e wyniki mo¿na rozpatrywaã w wielu aspektach. Prowadzi to 

do mo¿liwo�ci interpretacji wyników badañ jako punktów wielowymiarowej przestrzeni.  

Wystêpowanie punktu reprezentuj¹cego badany obszar geologiczny w obszarze 

wystêpowania punktów reprezentuj¹cych znane zùo¿a �wiadczy o ich pewnym podobieñstwie. 

Analiza jako�ciowa mogùaby pozwoliã stwierdziã, w obrêbie której grupy punktów znajduje 

siê punkt reprezentuj¹cy badane zùo¿e, co znacz¹co uùatwia interpretacjê danych 

geofizycznych. 

 Na podstawie przedstawionych przykùadów widaã jak ró¿norodne mog¹ byã 

zastosowania jako�ciowej analizy danych wielowymiarowych. Mo¿na j¹ wykorzystaã 

wszêdzie tam, gdzie mamy do czynienia z rzeczywisto�ci¹, któr¹ mo¿na rozpatrywaã w wielu 

pùaszczyznach, aspektach, wymiarach. 

 

 

 

 



6. METODA WIZUALIZACJI WIELOWYMIAROWYCH DANYCH 

DYSKRETNYCH 

 

6.1. WPROWADZENIE 

 W rozdziale 3 pokazano w jaki sposób mo¿na wizualizowaã n-wymiarowe bryùy 

wypukùe. Teraz zastanówmy siê jak wygl¹da sytuacja z wizualizacj¹ punktów w przestrzeni n-

wymiarowej. Na podstawie twierdzenia 3.3 wiemy, ¿e policzenie poùo¿enia rzutu punktu 

obserwowanego a, oraz odlegùo�ci rzutu punktu obserwowanego a sprowadza siê do 

rozwi¹zania ukùadu n-równañ z 3 niewiadomymi (gdzie n oznacza wymiar przestrzeni). Jak 

ùatwo zauwa¿yã, dla danego punktu obserwowanego a, przy ustalonym n>3 powy¿szy ukùad 

równañ mo¿e nie mieã rozwi¹zania. Oznacza to w praktyce, ¿e dany punkt obserwowany a 

nie bêdzie widoczny na pùaszczyênie obserwacyjnej P. 

Zobrazujmy powy¿szy wniosek na przykùadzie. W tym celu weêmy przestrzeñ 

obserwowan¹ X 3-wymiarow¹ (przykùad z przestrzeni¹ wiêcej wymiarow¹ trudniej byùoby 

zrozumieã). W tej sytuacji aby ukùad równañ z twierdzenia 3.3 miaù wiêcej równañ ni¿ 

niewiadomych przyjmijmy na chwilê, ¿e pùaszczyzna obserwacyjna P jest jednowymiarowa 

(tzn. ¿e mo¿emy obserwowaã rozwa¿an¹ rzeczywisto�ã nie poprzez wycinek pùaszczyzny 

dwuwymiarowej lecz poprzez wycinek prostej). Dodatkowo weêmy wektor r bêd¹cy 

wùa�ciwym kierunkiem rzutowania na pùaszczyznê obserwacyjn¹ P. Przykùad przyjêtej sytuacji 

przedstawia rysunek 6.1. 

 

 

Rysunek 6.1. Przedstawiono sytuacjê, gdy pùaszczyzna obserwacyjna P jest jednowymiarowa, przestrzeñ 

obserwowana X 3-wymiarowa, r jest wùa�ciwym kierunkiem rzutowania na P. 
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Dla danego punktu obserwowanego a wyznaczmy ka,r (czyli prost¹ równolegù¹ do r i 

przechodz¹c¹ przez a). Jak widaã na rys. 6.2 prosta ka,r  nie musi mieã punktów wspólnych z 

P (wynika to równie¿ z twierdzenia 3.2). Natomiast ka,r zawsze ma dokùadnie jeden punkt 

wspólny z hiperpowierzchni¹ S (w przestrzeni 3-wymiarowej hiperpowierzchnia S jest 

pùaszczyzn¹) zawieraj¹c¹ P i prostopadù¹ do r (fakt ten dla ogólnego przypadku zostanie 

udowodniony w twierdzeniu 6.2). 

 

 

Rysunek 6.2. Prosta równolegùa do r i przechodz¹ca przez a nie musi mieã punktów wspólnych z P, 

natomiast ma zawsze dokùadnie jeden punkt wspólny z hiperpowierzchni¹ S zawieraj¹c¹ P i prostopadù¹ 

do r. W powy¿szej sytuacji tylko punkt a2 bêdzie widoczny przy pomocy pùaszczyzny obserwacyjnej P. 

 

W praktyce tylko przy szczególnych ustawieniach pùaszczyzny obserwacyjnej P byùoby 

mo¿liwe obserwowanie jakichkolwiek punktów. Oznacza to, ¿e w wiêkszo�ci sytuacji 

obserwacja danego zbioru punktów sprowadzaùaby siê do tego, ¿e przy pomocy pùaszczyzny 

obserwacyjnej P nic nie byùoby widaã. Aby temu zapobiec przyjmijmy, ¿e na pùaszczyênie 

obserwacyjnej P widoczne s¹ nie tylko punkty le¿¹ce na prostych równolegùych do r i 

przechodz¹cych przez P ale równie¿ te punkty które le¿¹ na prostych równolegùych do r i 

przechodz¹cych przez S (czyli hiperpowierzchniê zawieraj¹c¹ P i prostopadù¹ do r) w 

odlegùo�ci mniejszej od pewnej ustalonej warto�ci od pùaszczyzny obserwacyjnej P. Odlegùo�ã 

ta dla danego punktu obserwowanego a bêdzie reprezentowana przez wektor ba nazwany 

promieniem tunelu (formalna definicja promienia tunelu zostanie wprowadzona w dalszej 

czê�ci pracy). W przedstawionej sytuacji w danym punkcie e pùaszczyzny obserwacyjnej P 

bêd¹ mogùy byã widoczne wszystkie punkty znajduj¹ce siê w tunelu o przekroju bêd¹cym 

odcinkiem i rozci¹gaj¹cym siê wzdùu¿ r.  
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Rysunek 6.3. Przedstawiono tunel T punktu e (obszar zakreskowany poziomymi liniami). Wszystkie 

punkty nale¿¹ce do tunelu T bêd¹ widoczne w punkcie e pùaszczyzny obserwacyjnej P. 

 

Natomiast w ogólnej sytuacji w danym punkcie e pùaszczyzny obserwacyjnej P bêd¹ widoczne 

wszystkie punkty znajduj¹ce siê w tunelu o przekroju bêd¹cym kul¹ n-3 wymiarow¹ i 

rozci¹gaj¹cym siê wzdùu¿ kierunku rzutowania r. Przedstawione powy¿ej w sposób intuicyjny 

fakty teraz sformalizujmy i udowodnijmy. 

 

6.2. MODEL MATEMATYCZNY 

Na pocz¹tku udowodnimy, ¿e hiperpowierzchnia zakotwiczona w punkcie w i 

skierowana w kierunku r (r-wùa�ciwy kierunek rzutowania) zawiera pùaszczyznê obserwacyjn¹ 

P=(w,{p1,p2}). Wùasno�ã ta bêdzie nam potrzebna przy dowodzie twierdzenia 6.3.  

 

Twierdzenie 6.1 

 Niech: P=(w,{p1,p2})-pùaszczyzna obserwacyjna, 

  rX  -  wùa�ciwy kierunek rzutowania na pùaszczyznê obserwacyjn¹ P, 

  S(w,r)X  - hiperpowierzchnia, 

wtedy:  P  S(w,r)  

Dowód:  

Niech xP, czyli z definicji P mamy: 

1,2F  t.¿e  x= w+1 p1+2 p2  

z zaùo¿enia, ¿e r jest wùa�ciwym kierunkiem rzutowania na pùaszczyznê obserwacyjn¹ P 

wynika, ¿e {p1 , p2 , r} � jest ukùadem ortogonalnym, zatem: 

x= w+1 p1+2 p2  (p1 , r)=0  (p2 , r)=0   
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wiêc: 

x= w+1 p1+2 p2  1(p1 , r)=0   2(p2 , r)=0  

czyli: 

x= w+1 p1+2 p2  1(p1 , r)+2(p2 , r)=0   

zatem: 

x�w=1 p1+2 p2  (1 p1+2 p2 , r)=0  

podstawiaj¹c do iloczynu skalarnego warto�ã z pierwszego równania otrzymujemy: 

(x�w , r)=0 

korzystaj¹c z definicji hiperpowierzchni otrzymujemy: xS(w,r) ■ 

 

Nastêpne twierdzenie pokazuje, ¿e prosta równolegùa do r i przechodz¹ca przez a ma 

zawsze dokùadnie jeden punkt wspólny z hiperpowierzchni¹ S(w,r) zawieraj¹c¹ P i prostopadù¹ 

do r. Wùasno�ã ta ma dla nas du¿e znaczenie poniewa¿ gdy nie bêdziemy mogli policzyã 

odlegùo�ci rzutu punktu obserwowanego a (gdy Pka,r = ) to bêdziemy mogli policzyã 

odlegùo�ã liczon¹ w kierunku r od punktu a do hiperpowierzchni S(w,r).  

 

Twierdzenie 6.2 

Niech: rX  - dowolny wektor niezerowy, 

 wX, 

 aX, 

ka,r - prosta równolegùa do r i przechodz¹ca przez a, 

S(w,r)X  - hiperpowierzchnia 

wtedy:  eX  dokùadnie jedno  takie ¿e e ka,r  S(w,r) 

Dowód: 

1) Istnienie: 

niech:  
),(

),(

rr

raw 
   oraz   e= r+a   

przeksztaùcaj¹c pierwsze równanie otrzymujemy: 

 (r , r)=(w -a, r)  F t.¿e e= r+a  

czyli: 

( r , r)-(w -a, r)=0  F t.¿e e= r+a   

zatem: 

( r+a -w, r)=0  F t.¿e e= r+a  
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podstawiaj¹c do iloczynu skalarnego warto�ã z drugiego równania otrzymujemy: 

(e -w, r)=0  F t.¿e e= r+a  

korzystaj¹c z definicji hiperpowierzchni oraz prostej równolegùej do r otrzymujemy: 

eS(w,r)  e ka,r, wiêc: e ka,r  S(w,r)  □ 

2) Jedyno�ã: 

hipoteza: e,cX  takie ¿e  ec  eka,r  S(w,r)  c ka,r  S(w,r)  

czyli: 

eka,r  eS(w,r)  cka,r   cS(w,r)   

korzystaj¹c z definicji ka,r oraz z definicji S(w,r) otrzymujemy: 

1,2F  takie ¿e  e=1 r+a  c=2 r+a  (e -w, r)=0  (c -w , r)=0   

podstawiaj¹c policzone e oraz c do iloczynów skalarnych otrzymujemy: 

e=1 r+a  c=2 r+a  (1 r+a -w, r)=0  (2 r+a -w , r)=0   

wiêc: 

e=1 r+a  c=2 r+a  (1 r, r)-(w-a, r)=0  (2 r, r)-(w-a, r)=0   

zatem: 

e=1 r+a  c=2 r+a  1(r, r)=(w-a, r)  2(r, r)=(w-a, r)  

z dwóch ostatnich równañ liczymy 1 oraz 2 i otrzymujemy:      

e=1 r+a  c=2 r+a   
),(

),(
21

rr

raw 
   

z tego wynika, ¿e e=c czyli hipoteza faùszywa  ■ 

 

Poni¿sze twierdzenie pokazuje w jaki sposób bezpo�rednio policzyã odlegùo�ã rzutu 

punktu obserwowanego a przy zaùo¿eniu, ¿e istnieje rzut punktu obserwowanego a zgodny z 

wùa�ciwym kierunkiem rzutowania r na pùaszczyznê obserwacyjn¹ P. 

 

Twierdzenie 6.3 

Niech: P=(w,{p1,p2})-pùaszczyzna obserwacyjna,  

 aX, 

rX - wùa�ciwy kierunek rzutowania na pùaszczyznê obserwacyjn¹ P, 

ka,r - prosta równolegùa do r i przechodz¹ca przez a, 

ePka,r 

wtedy:  odlegùo�ã rzutu punktu obserwowanego  a  wynosi: 
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),(

),(

rr

raw 
  

Dowód: 

z zaùo¿enia mamy: ePka,r  czyli: eP  eka,r  

na podstawie twierdzenia 6.1 wiemy, ¿e PS(w,r), zatem:  

e S(w,r)  eka,r  

korzystaj¹c z definicji S(w,r) oraz z definicji ka,r otrzymujemy: 

(e �w, r)=0  F  t.¿e  e= r+a   

podstawiaj¹c policzone e do iloczynu skalarnego otrzymujemy: 

( r+a  �w, r)=0   

wiêc: 

( r, r) � (w �a, r)=0 

czyli: 

(r, r) = (w �a, r)  

ostatecznie otrzymujemy: 
),(

),(

rr

raw 
  ■ 

Wniosek: Nale¿y zauwa¿yã, ¿e gdy nie istnieje ePka,r (czyli rzut punktu obserwowanego a 

na pùaszczyznê obserwacyjn¹ P) to tak policzona  reprezentuje odlegùo�ã od punktu a do 

punktu eS(w,r)ka,r  (czyli odlegùo�ã liczon¹ w kierunku r od punktu a do jego rzutu e na 

hiperpowierzchniê zawieraj¹c¹ P i prostopadù¹ do r). Natomiast na podstawie twierdzenia 6.2 

wiemy, ¿e eS(w,r)ka,r  zawsze istnieje. 

 

Poni¿sze twierdzenie pokazuje w jaki sposób bezpo�rednio policzyã poùo¿enie rzutu 

punktu obserwowanego a przy zaùo¿eniu, ¿e istnieje rzut punktu obserwowanego a zgodny z 

wùa�ciwym kierunkiem rzutowania r na pùaszczyznê obserwacyjn¹ P. 

 

Twierdzenie 6.4 

Niech: P=(w,{p1,p2})-pùaszczyzna obserwacyjna, {p1,p2}-ukùad ortogonalny, 

 aX, 

rX - kierunek rzutowania na pùaszczyznê obserwacyjn¹ P, 

ka,r - prosta równolegùa do r i przechodz¹ca przez a, 

ePka,r 
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wtedy: Poùo¿enie rzutu punktu obserwowanego a czyli para {1,2} jest okre�lona 

wzorami : 

 
),(

),(

11

1
1

pp

pwar 



  

),(

),(

22

2
2

pp

pwar 



  

Dowód: 

1) Liczymy 1 

z zaùo¿enia mamy: ePka,r, czyli: eP  eka,r  oraz wiadomo, ¿e: (e, p1)=(e, p1) 

korzystaj¹c z definicji P oraz z definicji ka,r otrzymujemy: 

1,2F  t.¿e  e= w+1 p1+2 p2  F  t.¿e e= r+a  (e, p1)=(e, p1) 

otrzymane warto�ci e podstawiamy do iloczynu skalarnego, otrzymuj¹c: 

(w+1 p1+2 p2 , p1)=( r+a, p1)   

czyli: 

(w , p1)+(1 p1 , p1)+ (2 p2 , p1)=( r+a, p1)  

zatem: 

1( p1 , p1)+ 2(p2 , p1)=( r+a, p1) -(w , p1)  

z zaùo¿enia (p2 , p1)=0, wiêc: 

1( p1 , p1)=( r+a -w, p1) 

czyli: 
),(

),(

11

1
1

pp

pwar 



   □ 

2) Liczymy 2 

z zaùo¿enia mamy: ePka,r, czyli: eP  eka,r  oraz wiadomo, ¿e: (e, p2)=(e, p2) 

korzystaj¹c z definicji P oraz z definicji ka,r otrzymujemy: 

1,2F  t.¿e  e= w+1 p1+2 p2  F  t.¿e e= r+a  (e, p2)=(e, p2) 

otrzymane warto�ci e podstawiamy do iloczynu skalarnego, otrzymuj¹c: 

(w+1 p1+2 p2 , p2)=( r+a, p2)   

wiêc: 

1( p1 , p2)+ 2(p2 , p2)=( r+a, p2) -(w , p2)  

z zaùo¿enia (p1 , p2)=0, wiêc: 

2( p2 , p2)=( r+a -w, p2) 

czyli: 
),(

),(

22

2
2

pp

pwar 



   ■ 
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Def.6.1 Promieniem tunelu punktu aX wzglêdem pùaszczyzny obserwacyjnej 

P=(w,{p1,p2}) bêdziemy nazywaã wektor  ba= r+a �w �1 p1 �2 p2 , gdzie: 

),(

),(

rr

raw 
  , 

),(

),(

11

1
1

pp

pwar 



  , 
),(

),(

22

2
2

pp

pwar 



  , 

rX  -  wùa�ciwy kierunek rzutowania na pùaszczyznê obserwacyjn¹ P 

 

Def.6.2 Tunelem punktu eP wzglêdem pùaszczyzny obserwacyjnej P=(w,{p1,p2}) bêdziemy 

nazywaã zbiór Te,X : 

  2211, ,: ppwebbXxT xx

def

e   ,  gdzie: 

bx - promieñ tunelu punktu x wzglêdem pùaszczyzny obserwacyjnej P=(w,{p1,p2}), 

),(

),(

11

1
1

pp

pwxr 



  , 
),(

),(

22

2
2

pp

pwxr 



 , 
),(

),(

rr

rxw 
  

rX  -  wùa�ciwy kierunek rzutowania na pùaszczyznê obserwacyjn¹ P 

 

Nastêpne twierdzenie pokazuje ¿e rzut punktu obserwowanego a zgodny z wùa�ciwym 

kierunkiem rzutowania r na pùaszczyznê obserwacyjn¹ P istnieje wtedy i tylko wtedy gdy 

promieñ tunelu punktu a jest wektorem zerowym. 

 

Twierdzenie 6.5 

Niech: P=(w,{p1,p2})-pùaszczyzna obserwacyjna, 

  rX  -  wùa�ciwy kierunek rzutowania na pùaszczyznê obserwacyjn¹ P, 

  aX, 

ka,r - prosta równolegùa do r i przechodz¹ca przez a 

ba= r+a �w �1 p1 �2 p2 ,  baX - promieñ tunelu punktu a wzglêdem 

pùaszczyzny obserwacyjnej P 

wtedy: 

Pka,r    wtw  ba=0  

Dowód: 

1)  

Pka,r    wiêc:  ePka,r  czyli:  eP  eka,r  

korzystaj¹c z definicji P oraz z definicji ka,r otrzymujemy: 

1,2F  t.¿e e=w+1 p1+2 p2  F  t.¿e  e= r+a   
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przyrównajmy otrzymane wzory na e, wtedy: 

 r+a = w+1 p1+2 p2 

czyli:   

w � a = r �1 p1�2 p2  

korzystaj¹c z definicji promienia tunelu, wiemy, ¿e: ba= r+a �w �1 p1 �2 p2, gdzie: 
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raw 
  , 
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),(
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1
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pwar 



  , 
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pwar 



 , wiêc mamy: 

w � a = r �1 p1�2 p2   




 
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


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),( 22112211
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raw
  

zatem: 

w � a = r �1 p1�2 p2   =  

wiêc: 

 r+a �w=1 p1+2 p2   =    
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czyli: 

 r+a �w=1 p1+2 p2   

wiêc: 

ba= r+a �w �1 p1 �2 p2=0  □ 

2)  

ba=0  wiêc:  r+a �w �1 p1 �2 p2=0   

czyli: 

 r+a = w+1 p1+2 p2  

przyjmijmy oznaczenie: e= w+1 p1+2 p2 , eX, wtedy: 

1,2,F   t.¿e  e= w+1 p1+2 p2  e= r+a   

korzystaj¹c z definicji P oraz z definicji ka,r otrzymujemy: 

eP  eka,r  czyli: ePka,r  z tego wynika, ¿e: Pka,r    ■ 

 

Wniosek: Dziêki powy¿szemu twierdzeniu zamiast dla danego punktu a rozwi¹zywaã ukùad 

równañ z twierdzenia 3.3, wystarczy na podstawie twierdzenia 6.3 bezpo�rednio policzyã 



 61

odlegùo�ã rzutu punktu obserwowanego a, nastêpnie na podstawie twierdzenia 6.4 

bezpo�rednio policzyã poùo¿enie rzutu punktu obserwowanego a po czym nale¿y policzyã 

promieñ tunelu ba punktu a i je�li jest on wektorem zerowym to otrzymane warto�ci s¹ 

rozwi¹zaniem ukùadu równañ z twierdzenia 3.3. Je�li natomiast otrzymany promieñ tunelu nie 

jest wektorem zerowym oznacza to, ¿e punkt obserwowany a le¿y wewn¹trz tunelu Te,X, 

gdzie e=w+1 p1+2 p2 oraz  (ba , ba) ≤  

 

6.3. PRZYK£ADY ZBIORÓW DANYCH DYSKRETNYCH 

Stosuj¹c wy¿ej opisany model matematyczny przedstawiono na ekranie komputera 

kilka przykùadów wielowymiarowych zbiorów danych dyskretnych. 

 

6.3.1 KOSTKI 7-WYMIAROWE Z ZAK£ÓCENIEM 

 Pierwszy przykùad stanowi¹ trzy zbiory punktów umieszczone w przestrzeni 

7-wymiarowej. Ka¿dy z dwóch zbiorów ksztaùtem przypomina kostkê 7-wymiarow¹ a trzeci 

zbiór ksztaùtem przypomina dwie kostki 7-wymiarowe. Wszystkie punkty x=(x1, x2,..., x7) 

nale¿¹ce do ka¿dej z tych czterech kostek speùniaj¹ warunek: 

22
:7,...,2,1

A
yx

A
yzachodzii iii  ,  

gdzie y=(y1, y2,..., y7)-�rodek danej kostki, yX, A-bok kostki, AF. 

 

 

Rysunek 6.4. Przedstawiono schematycznie w dwóch wymiarach opisywane w przykùadzie trzy zbiory 

punktów. W zbiorze zielonym dodatkowo umieszczono zakùócenie � dwa punkty z innego zbioru. Zbiór 

czerwony skùada siê z dwóch kostek. 
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Dodatkowo w �rodku jednego ze zbiorów umieszczono blisko siebie dwa punkty nale¿¹ce do 

innego zbioru stanowi¹ce zakùócenie. Schematycznie przedstawiony dwuwymiarowy 

odpowiednik opisywanej sytuacji przedstawia rysunek 6.4. 

 

Rysunek 6.5. Otrzymany wygl¹d omawianych zbiorów. Wyraênie widoczne trzy istotne cechy jako�ciowe: 

(a) zbiory nie zachodz¹ na siebie, (b) w zbiorze zùo¿onym z zielonych punktów znajduje siê zakùócenie (w 

postaci  dwóch sklejonych niebieskich punktów), (c) Zbiór zùo¿ony z punktów czerwonych nie jest spójny. 

 

Na rysunku 6.5 przedstawiono otrzymany wygl¹d omawianych zbiorów. Maksymalny 

promieñ tunelu dobrano tak by wszystkie punkty byùy widoczne. Nale¿y zauwa¿yã, ¿e 

wyraênie widaã i¿ zbiory te nie zachodz¹ na siebie. Oznacza to, ¿e skutecznie mo¿na je od 

siebie oddzieliã. Widaã równie¿, ¿e zbiór nr 0 (punkty koloru czerwonego) nie jest spójny.  

 

Rysunek 6.6. Z tego punktu widzenia powstaje wra¿enie, ¿e wszystkie omawiane zbiory pokrywaj¹ siê 

 



 63

Zauwa¿alne s¹ równie¿ punkty bêd¹ce zakùóceniem (dwa zù¹czone niebieskie punkty 

znajduj¹ce siê w �rodku zbioru zielonych punktów).  

Rysunki 6.6 i 6.7 równie¿ przedstawiaj¹ otrzymany wygl¹d omawianych zbiorów. 

Widaã ¿e od wyboru ustawieñ pùaszczyzny obserwacyjnej oraz od ustawienia kierunku 

rzutowania r zale¿y to, które cechy obserwowanych zbiorów s¹ widoczne. 

 

Rysunek 6.7. Przy takich ustawieniach parametrów okre�laj¹cych kierunek patrzenia powstaje wra¿enie 

czê�ciowego zachodzenia na siebie zbiorów.  

 

6.3.2 KULA 7-WYMIAROWA W �SFERZE� 7-WYMIAROWEJ KTÓRA SIÆ ZNAJDUJE W 

DRUGIEJ �SFERZE� 7-WYMIAROWEJ 

 Trzy zbiory punktów xX, gdzie n-wymiar przestrzeni równy 7, x=(x1, x2,..., x7), oraz 

R1, R2, R3, R4, R5  F � liczby rzeczywiste takie, ¿e: 0<R1<R2<R3<R4<R5 

1) Wszystkie punkty nale¿¹ce do zbioru nr 0 speùniaj¹ warunek: 

  1
1

2
Rx

n

i

i 


 

2) Wszystkie punkty nale¿¹ce do zbioru nr 1 speùniaj¹ warunek: 

  3
1

2
2 RxR

n

i

i  


 

3) Wszystkie punkty nale¿¹ce do zbioru nr 2 speùniaj¹ warunek: 

  5
1

2
4 RxR

n

i

i  

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Schematycznie przedstawiony dwuwymiarowy odpowiednik opisywanej sytuacji przedstawia 

rysunek 6.8. Z powy¿szego opisu wynika, ¿e omawiany przykùad dotyczy sytuacji w której 

zbiór punktów w ksztaùcie kuli 7-wymiarowej (zbiór nr 0) jest otoczony zbiorem punktów nr 

1 maj¹cym ksztaùt �sfery o pewnej grubo�ci�. Dodatkowo zbiory nr 0 i nr 1 s¹ otoczone 

zbiorem punktów nr 2 maj¹cym ksztaùt wiêkszej �sfery o pewnej grubo�ci�. 

 

Rysunek 6.8. Przedstawiono schematycznie w dwóch wymiarach opisywane w przykùadzie zbiory. Kolor 

czerwony oznacza miejsce w którym mog¹ siê znajdowaã punkty zbioru nr 0, kolor zielony - zbioru nr 1, 

kolor niebieski - zbioru nr 2.  

 

Na rysunkach 6.9-6.11 przedstawiono otrzymany wygl¹d omawianych zbiorów. Na rysunku 

6.9 tak dobrano parametry obserwacji (ustawienie pùaszczyzny obserwacyjnej, maksymalny 

promieñ tunelu, zasiêg patrzenia oraz kierunek rzutowania) by wszystkie punkty zbioru nr 0 

byùy widoczne i jednocze�nie punkty zbioru nr 0 nie zachodziùy na punkty innych zbiorów. Z 

faktu i¿ udaùo siê to osi¹gn¹ã wynika ¿e zbiór nr 0 mo¿na oddzieliã od pozostaùych zbiorów. 

 

Rysunek 6.9. Wszystkie punkty zbioru nr 0 (punkty czerwone) s¹ widoczne i jednocze�nie nie zachodz¹ na 

punkty innych zbiorów. Wynika z tego istotna cecha jako�ciowa: zbiór nr 0 mo¿na oddzieliã od 

pozostaùych zbiorów. 

 

Przy innym doborze parametrów obserwacji osi¹gniêto sytuacjê w której wszystkie punkty 

zbioru nr 1 s¹ widoczne i jednocze�nie punkty zbioru nr 1 nie zachodz¹ na punkty zbioru nr 2 
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(rysunek 6.10). Wynika z tego ¿e zbiór nr 1 mo¿na oddzieliã od zbioru nr 2. Z faktu, ¿e zbiór 

nr 0 mo¿na oddzieliã od pozostaùych zbiorów oraz z faktu ¿e zbiór nr 1 mo¿na oddzieliã od 

zbioru nr 2 wynika, ¿e ka¿dy ze zbiorów mo¿na oddzieliã od pozostaùych, czyli ¿e zbiory nie 

zachodz¹ na siebie. Stanowi to zaobserwowan¹ w wyniku wizualizacji jako�ciow¹ cechê 

obserwowanych zbiorów. 

 

Rysunek 6.10. Wszystkie punkty zbioru nr 1 (punkty zielone) s¹ widoczne i jednocze�nie nie zachodz¹ na 

punkty zbioru nr 2. Wynika z tego ¿e zbiór nr 1 mo¿na oddzieliã od zbioru nr 2. 

 

 

Rysunek 6.11. Widoczne wszystkie punkty zbioru nr 0 (punkty czerwone), zbioru nr 1 (punkty zielone)  i 

zbioru nr 2 (punkty niebieskie). 
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Na rysunku 6.11 przedstawiono sytuacje przy takich ustawieniach parametrów 

obserwacji by wszystkie punkty obserwowanych zbiorów byùy widoczne.  

 

6.3.3 WALEC 7-WYMIAROWY I DWIE �PÓ£SFERY� 7-WYMIAROWE Z CYLINDRAMI 

7-WYMIAROWYMI 

 Trzy zbiory punktów xX, gdzie n-wymiar przestrzeni równy 7, x=(x1, x2,..., x7), oraz 

A, B, R1, R2, R3  F - liczby rzeczywiste takie, ¿e: 0<A<B oraz 0<R1<R2<R3 

1) Wszystkie punkty nale¿¹ce do zbioru nr 0 speùniaj¹ warunek: 

  1
2

2
Rx

n

i

i 


    x1[-B,B] 

2) Wszystkie punkty nale¿¹ce do zbioru nr 1 speùniaj¹ warunek: 

    3
2

1
2

2
2 RBxxR

n

i

i  


, dla x1 < -B  

  3
2

2
2 RxR

n

i

i  


,   dla x1 [-B,-A] 

3) Wszystkie punkty nale¿¹ce do zbioru nr 2 speùniaj¹ warunek: 

  3
2

2
2 RxR

n

i

i  


,   dla x1 [A,B] 

    3
2

1
2

2
2 RBxxR

n

i

i  


, dla x1 > B 

 

Na rysunku 6.12 przedstawiono dwuwymiarowy odpowiednik opisywanej sytuacji.  

 

 

Rysunek 6.12. Przedstawiono schematycznie w dwóch wymiarach opisywane w przykùadzie zbiory. Kolor 

czerwony oznacza miejsce w którym mog¹ siê znajdowaã punkty zbioru nr 0, kolor zielony - zbioru nr 1, 

kolor niebieski - zbioru nr 2. 
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Omawiany przykùad dotyczy sytuacji w której zbiór punktów nr 0 ma ksztaùt 

n-wymiarowego walca. Zbiór punktów nr 1 ma ksztaùt n-wymiarowej �sfery o pewnej 

grubo�ci� poù¹czonej z n-wymiarowym cylindrem. Zbiór punktów nr 2 wygl¹da tak samo jak 

zbiór nr 0 ró¿ni siê tylko poùo¿eniem. 

Otrzymany wygl¹d omawianych zbiorów przedstawiono na rysunkach 6.13-6.16. Na 

rysunku 6.13 tak dobrano parametry obserwacji, by wszystkie punkty zbioru nr 0 byùy 

widoczne i jednocze�nie punkty zbioru nr 0 nie zachodziùy na punkty innych zbiorów. Z faktu 

i¿ udaùo siê to osi¹gn¹ã wynika, ¿e zbiór nr 0 mo¿na oddzieliã od pozostaùych zbiorów. 

 

 

Rysunek 6.13. Wszystkie punkty zbioru nr 0 (punkty czerwone) s¹ widoczne i jednocze�nie nie zachodz¹ 

na punkty innych zbiorów. Wynika z tego ¿e zbiór nr 0 mo¿na oddzieliã od pozostaùych zbiorów. 

 

Inny dobór parametrów obserwacji pozwoliù osi¹gn¹ã sytuacjê, w której wszystkie punkty 

wszystkich zbiorów s¹ widoczne oraz punkty zbioru nr 1 nie zachodz¹ na punkty zbioru nr 2 

(rysunek 6.14).  

 

 

Rysunek 6.14. Wszystkie punkty zbioru nr 1 (punkty zielone) s¹ widoczne i jednocze�nie nie zachodz¹ na 

punkty zbioru nr 2 (punkty niebieskie). Wynika z tego ¿e zbiór nr 1 mo¿na oddzieliã od zbioru nr 2. 
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Wynika z tego ¿e zbiór nr 1 mo¿na oddzieliã od zbioru nr 2. Z faktu, ¿e zbiór nr 0 mo¿na 

oddzieliã od pozostaùych zbiorów oraz z faktu ¿e zbiór nr 1 mo¿na oddzieliã od zbioru nr 2 

wynika, ¿e ka¿dy ze zbiorów mo¿na oddzieliã od pozostaùych, czyli ¿e zbiory nie zachodz¹ na 

siebie. Stanowi to zaobserwowan¹ w wyniku wizualizacji jako�ciow¹ cechê obserwowanych 

zbiorów. Na rysunku 6.15 przedstawiono sytuacje przy innych ustawieniach parametrów 

obserwacji, gdzie nie wszystkie punkty obserwowanych zbiorów s¹ widoczne. 

 

Rysunek 6.15. Z tego punktu widzenia powstaje wra¿enie, ¿e zbiór nr 1 (punkty zielone) oraz zbiór nr 2 

(punkty niebieskie) maj¹ ksztaùt trójk¹ta. 

 

6.3.4 TRZY OBEJMUJ¥CE SIÆ TORUSY 5-WYMIAROWE  

 Trzy zbiory punktów xX, gdzie n-wymiar przestrzeni równy 5, x=(x1, x2,..., x5), oraz 

A, R1, R2  F - liczby rzeczywiste takie, ¿e: 0<R1<R2  oraz  A  [R1+R2, 2R2-2R1] 

1) Wszystkie punkty nale¿¹ce do zbioru nr 0 speùniaj¹ warunek: 

    1

2

2
2

2
2

1
3

2
RRxAxx

n

i

i 




 



 

2) Wszystkie punkty nale¿¹ce do zbioru nr 1 speùniaj¹ warunek: 
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3) Wszystkie punkty nale¿¹ce do zbioru nr 2 speùniaj¹ warunek: 
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Rysunek 6.16 przedstawia trójwymiarowy odpowiednik opisywanej sytuacji. 

Omawiany przykùad dotyczy sytuacji w której ka¿dy z trzech zbiorów punktów ma ksztaùt 



 69

5-wymiarowego torusa którego przekrojem jest 4-wymiarowa kula. Zbiory obejmuj¹ siê 

wzajemnie podobnie jak ogniwa ùañcucha. Rysunki 6.17-6.24 przedstawiaj¹ otrzymany 

wygl¹d omawianych zbiorów. Na rysunku 6.17 tak dobrano parametry obserwacji by 

wszystkie punkty wszystkich zbiorów byùy widoczne. Widaã, ¿e z tego punku widzenia 

niektóre fragmenty zbiorów zachodz¹ na siebie. Nie mo¿emy jednak bezpo�rednio stwierdziã 

czy niektóre fragmenty zbiorów zachodz¹ na siebie czy tylko siê przesùaniaj¹. 

 

 

Rysunek 6.16. Przedstawiono schematycznie trójwymiarowy przypadek opisywanych w przykùadzie 

zbiorów. 

 

 

Rysunek 6.17. Wszystkie punkty wszystkich zbiorów s¹ widoczne. Na podstawie powy¿szego rysunku nie 

mo¿emy stwierdziã czy niektóre fragmenty zbiorów zachodz¹ na siebie czy tylko siê przesùaniaj¹. 

 

Usuñmy fragment zbioru nr 1 do którego nale¿¹ te punkty (punkty koloru zielonego z rysunku 

6.18 objête ramk¹) które nie zachodz¹ na punkty innych zbiorów. Je�li mo¿emy to zrobiã 

oznacza to ¿e fragment zbioru do którego nale¿¹ mo¿na oddzieliã od pozostaùych zbiorów. 

Sytuacjê powstaù¹ po usuniêciu powy¿szych punktów przedstawia rysunek 6.19. Je�li 
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podobnie post¹pimy z drugim fragmentem zbioru nr 1 le¿¹cym ni¿ej, otrzymamy sytuacjê 

przedstawion¹ na rysunku 6.20. 

 

 

Rysunek 6.18. Zaznaczono ramk¹ fragment zbioru nr 1 do którego nale¿¹ te punkty, które nie zachodz¹ 

na punkty innych zbiorów. Oznacza to ¿e fragment zbioru do którego nale¿¹ mo¿na oddzieliã od 

pozostaùych zbiorów. 

 

 

Rysunek 6.19. Sytuacja powstaùa po usuniêciu zaznaczonego na rysunku 6.18 fragmentu zbioru. 

 

 

Rysunek 6.20. Usuniêto drugi fragment zbioru nr 1 do którego nale¿¹ te punkty które nie zachodz¹ na 

punkty innych zbiorów. 
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Nastêpnie zmieniaj¹c dobór parametrów obserwacji mo¿emy osi¹gn¹ã sytuacjê w której 

wszystkie nieusuniête punkty wszystkich zbiorów s¹ widoczne oraz zbiory te nie zachodz¹ na 

siebie (rysunek 6.21). Wynika z tego ¿e ka¿dy z tych zbiorów (powstaùych po wcze�niej 

opisanym usuniêciu fragmentów zbioru nr 1) mo¿na oddzieliã od pozostaùych, czyli ¿e zbiory 

te nie zachodz¹ na siebie. Powy¿szy fakt w poù¹czeniu z faktem i¿ usuniête fragmenty zbioru 

nr 1 równie¿ mo¿na oddzieliã od pozostaùych zbiorów oznacza ¿e caùy zbiór nr 0, caùy zbiór 

nr 1 oraz caùy zbiór nr 2 mo¿na oddzieliã od pozostaùych, czyli ¿e te caùe zbiory nie zachodz¹ 

na siebie. Stanowi to wywnioskowan¹ na podstawie wizualizacji jako�ciow¹ cechê 

obserwowanych zbiorów. 

 

 

Rysunek 6.21. Parametry obserwacji dobrano w ten sposób by wszystkie nieusuniête punkty wszystkich 

zbiorów byùy widoczne oraz zbiory te nie zachodziùy na siebie. 

 

Przedstawione wcze�niej rysunki przedstawiaj¹ obrazy zgodne z nasz¹ intuicj¹ zwi¹zan¹ z 

opisywanymi zbiorami. Inaczej jest z nastêpnymi rysunkami. 

 

 

Rysunek 6.22. Z tego punktu widzenia powstaje wra¿enie, ¿e omawiane zbiory le¿¹ w tej samej 

pùaszczyênie.  
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Patrz¹c na rysunek 6.22 mo¿e powstaã mylne wra¿enie, ¿e omawiane zbiory le¿¹ w tej samej 

pùaszczyênie co nie jest zgodne z prawd¹. 

 

 

Rysunek 6.23. Powstaje wra¿enie, ¿e zbiór nr 0 (punkty koloru czerwonego) i zbiór nr 2 (punkty koloru 

niebieskiego) maj¹ mniejszy rozmiar ni¿ zbiór nr 1 (punkty koloru zielonego). 

 

Na podstawie rysunku nr 6.23 trudno byùoby wywnioskowaã ¿e opisywane zbiory ró¿ni¹ siê 

tylko poùo¿eniem. 

 

 

 

Rysunek 6.24. Przy takich ustawieniach parametrów obserwacji wydaje siê ¿e zbiór nr 1 tworzy ksztaùt 

kuli. 

 

 



7. IMPLEMENTACJA SYSTEMU DO WIZUALIZACJI 

WIELOWYMIAROWYCH DANYCH DYSKRETNYCH 

 

7.1. PROJEKT SYSTEMU 

Budowê systemu oparto na programowaniu o charakterze zdarzeniowym, polegaj¹cym 

na tym ¿e program konstruuje siê jako zestaw funkcji obsùugi, wywoùywanych przez system 

operacyjny w momencie wyst¹pienia jakiego� interesuj¹cego nas zdarzenia (np. wci�niêcie 

przycisku myszy, wybranie opcji z menu, u¿ycie klawiatury, poruszenie mysz¹, itp.). System 

sùu¿¹cy do wizualizacji danych dyskretnych (punktów obserwowanych) realizuje nastêpuj¹ce 

zadania: 

1) przechowywanie w pamiêci komputera opisu n-wymiarowych zbiorów punktów w 

odpowiedniej formie z wykorzystaniem specjalnie dobranych struktur danych. 

2) ustalanie punktu widzenia obserwowanych zbiorów punktów poprzez 

przemieszczanie wirtualnego obserwatora w przestrzeni n-wymiarowej. 

3) rysowanie zbiorów punktów widzianych z danego miejsca przestrzeni. 

4) mo¿liwo�ã usuniêcia punktów znajduj¹cych siê w zaznaczonym przez 

obsùuguj¹cego obszarze. 

 

7.1.1. STRUKTURY DANYCH 

Na podstawie definicji 3.1 przyjêto, ¿e przestrzeñ obserwowana X jest przestrzeni¹ 

wektorow¹ nad ciaùem F, n-wymiarow¹, n≥3, z iloczynem skalarnym. Ustalono wektory 

{x1,x2,...,xn} bêd¹ce ortonormaln¹ baz¹ przestrzeni X. Ponadto ustalono, ¿e ciaùo F bêdzie 

ciaùem liczb rzeczywistych i iloczyn skalarny bêdzie dany wzorem: 

  
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W celu opisania punktu obserwowanego przyjêto nastêpuj¹ce struktury danych: 

 

struct TYP_WEKTOR 
  { 
  double X[MAX_WYMIAR]; 
  }; 
struct TYP_PUNKT 
  { 
  int NR_KLASY; 
  struct TYP_WEKTOR WSP; 
  }; 
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7.1.2. ZMIANA PUNKTU WIDZENIA W PRZESTRZENI n-WYMIAROWEJ 

Zgodnie z definicj¹ 3.4 pùaszczyznê obserwacyjn¹ P=(w,{p1,p2}) w sposób 

jednoznaczny okre�laj¹ trzy wektory: w,p1,p2. Dodatkowym parametrem okre�laj¹cym punkt 

widzenia jest wektor r bêd¹cy wùa�ciwym kierunkiem rzutowania. Zmianê punktu widzenia 

dokonuje siê poprzez zmianê wektorów: w,p1,p2,r. Sposób i rodzaje tej regulacji s¹ dokùadnie 

takie same jak ju¿ wcze�niej opisane w punkcie 4.1.2.  

 

7.1.3. RYSOWANIE PUNKTÓW 

W celu narysowania danego punktu obserwowanego a, musimy policzyã jego 

poùo¿enie na pùaszczyênie obserwacyjnej P oraz promieñ tunelu ba. W celu policzenia 

poùo¿enia wystarczy na podstawie twierdzenia 6.3 bezpo�rednio policzyã odlegùo�ã rzutu 

punktu obserwowanego a, nastêpnie na podstawie twierdzenia 6.4 bezpo�rednio policzyã 

poùo¿enie rzutu (czyli parê 1,2F) punktu obserwowanego a, czyli: 
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gdzie: r - wùa�ciwy kierunek rzutowania na pùaszczyznê obserwacyjn¹ P=(w,{p1,p2}). 

Natomiast promieñ tunelu ba punktu a liczymy zgodnie z definicj¹ 6.1, czyli: 

ba= r+a �w �1 p1 �2 p2 , gdzie: 

),(

),(

rr

raw 
  , 

),(

),(

11

1
1

pp

pwar 



  , 
),(

),(

22

2
2

pp

pwar 



  , 

rX  -  wùa�ciwy kierunek rzutowania na pùaszczyznê obserwacyjn¹ P=(w,{p1,p2}). 

Aby punkt obserwowany a byù widoczny na pùaszczyênie obserwacyjnej P w miejscu 

okre�lonym przez poùo¿enie rzutu punktu obserwowanego a, musz¹ byã dodatkowo speùnione 

nastêpuj¹ce warunki: 

  1) iloczyn skalarny (ba, ba) mniejszy od ustalonego MAKSYMALNEGO 

PROMIENIA TUNELU. 

  2) punkt obserwowany a nie mo¿e siê znajdowaã przed pùaszczyzn¹ obserwacyjn¹, w 

odlegùo�ci liczonej w kierunku r wiêkszej od parametru ZASIÆG PATRZENIA. 

  3) punkt obserwowany a nie mo¿e siê znajdowaã za pùaszczyzn¹ obserwacyjn¹, w 

odlegùo�ci liczonej w kierunku r wiêkszej od parametru ZASIÆG PATRZENIA TY£. 

Na rysunku 7.1 przedstawiono schemat blokowy procedury rysuj¹cej zbiory punktów. 

Procedura ta jest wywoùywana po ka¿dej zmianie maksymalnego promienia tunelu, zasiêgu 

patrzenia, powiêkszenia oraz jednego z wektorów w,p1,p2,r. 
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Rysunek 7.1. Schemat blokowy procedury rysuj¹cej zbiory punktów. 
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Rysunek 7.2. Procedura usuwaj¹ca punkty znajduj¹ce siê w zaznaczonym do usuniêcia obszarze. 
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7.1.4. USUWANIE PUNKTÓW 

W celu usuniêcia punktów które widoczne s¹ wewn¹trz zaznaczonego do usuniêcia 

obszaru, nale¿y dla ka¿dego punktu a sprawdziã nastêpuj¹ce warunki: 

  1) iloczyn skalarny (ba, ba) mniejszy od ustalonego MAKSYMALNEGO 

PROMIENIA TUNELU. 

  2) punkt obserwowany a nie mo¿e siê znajdowaã przed pùaszczyzn¹ obserwacyjn¹, w 

odlegùo�ci liczonej w kierunku r wiêkszej od parametru ZASIÆG PATRZENIA. 

  3) punkt obserwowany a nie mo¿e siê znajdowaã za pùaszczyzn¹ obserwacyjn¹, w 

odlegùo�ci liczonej w kierunku r wiêkszej od parametru ZASIÆG PATRZENIA TY£. 

  4) poùo¿enie rzutu punktu obserwowanego a na pùaszczyênie obserwacyjnej P musi siê 

znajdowaã wewn¹trz zaznaczonego do usuniêcia obszaru. 

  Usuwamy te punkty które speùniaj¹ wszystkie warunki. Rysunek 7.2 przedstawia 

schemat blokowy procedury usuwaj¹cej punkty. 

 

7.2. SPOSÓB UÝYTKOWANIA 

Ni¿ej opisany system zostaù opracowany w oparciu o teoriê z rozdziaùu 3 oraz 

rozdziaùu 6. Sùu¿y on do ogl¹dania dowolnych zbiorów punktów, których ù¹czna liczba nie 

przekracza 5000 a wymiar nie przekracza 7. Jest napisany w jêzyku C, przygotowany do 

pracy w systemie  Windows, skompilowany w �rodowisku Borland C++. Pracê z systemem 

rozpoczynamy od wczytania pliku z opisem zbiorów punktów.  

 

 

Rysunek 7.3. Wygl¹d okna systemu skùadaj¹cego siê z dwóch czê�ci: graficznej i tekstowej.  
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Parametry pracy mo¿emy zmieniã przy pomocy opcji PARAMETRY. Poruszanie siê po 

n-wymiarowej przestrzeni w celu zmiany punktu widzenia, nastêpuje poprzez u¿ycie 

odpowiednich klawiszy. Okno systemu skùada siê z dwóch czê�ci: okna graficznego, które 

sùu¿y do przedstawiania wygl¹du ogl¹danych zbiorów punktów oraz okna tekstowego, na 

którym pojawiaj¹ siê pewne informacje tekstowe. 

 

7.2.1. DANE WEJÚCIOWE 

 Opis zbiorów punktów które chcemy ogl¹daã, wczytywany jest z pliku o rozszerzeniu 

�dat� w którym informacje zapisane s¹ w nastêpuj¹cym formacie: 

1) nagùówek: 

2   -  (warto�ã typu integer) staùa wynosz¹ca dwa, oznacza ¿e plik opisuje zbiory punktów, 

n   -  (warto�ã typu integer) wymiar przestrzeni z punktami (maksymalnie 7), 

k   -  (warto�ã typu integer) liczba wszystkich punktów (maksymalnie 5000). 

2) parametry okre�laj¹ce k punktów: 

punkt 1  - (n warto�ci typu float) wspóùrzêdne punktu nr 1, 

nr klasy punktu 1 - (warto�ã typu integer) numer zbioru do którego nale¿y punkt nr 1,  

punkt 2  - (n warto�ci typu float) wspóùrzêdne punktu nr 2, 

nr klasy punktu 2 - (warto�ã typu integer) numer zbioru do którego nale¿y punkt nr 2, 

... 

punkt k  - (n warto�ci typu float) wspóùrzêdne punktu nr k, 

nr klasy punktu k - (warto�ã typu integer) numer zbioru do którego nale¿y punkt nr k, 

 

gdzie numer zbioru zawiera siê w przedziale od 0 do 9. Jak ùatwo zauwa¿yã, plik ma 

poprawny format je�li po trzech warto�ciach typu integer zawiera k bloków danych a w 

ka¿dym n warto�ci typu float i jedn¹ typu integer. Przykùadowa procedura generuj¹ca plik z 

punktami zawartymi w tablicy struktur PUNKT(typu struct TYP_PUNKT opisanego w 

punkcie 7.1.1) wygl¹da nastêpuj¹co: 

 

int zapisz_plik(char nazwa[]) 
 { 
 float wx; 
 int i,lp,war_d; 
 FILE *w_pliku; 
 
 w_pliku= fopen(nazwa,"wb"); 
 if (w_pliku==NULL) return 1; 
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 fprintf(w_pliku,"%d\n",2);        // typ obiektów 
 fprintf(w_pliku,"%d\n",WYMIAR);           // liczba wymiarów 
 fprintf(w_pliku,"%d\n",LICZBA_PKTOW);     // liczba punktów 
 for (lp=0 ; lp<LICZBA_PKTOW; lp++ ) 
   { 
   for(i=0;i<WYMIAR;i++) 
     { 

wx=PUNKT[lp].WSP.X[i]; 
     fprintf(w_pliku,"%f\n",wx); 
     } 
   war_d=PUNKT[lp].NR_KLASY; 
   fprintf(w_pliku,"%d\n",war_d); 
   } 
 
 fclose(w_pliku); 
 return 0; 
 } 
 

Wczytanie pliku z danymi wej�ciowymi nastêpuje poprzez wybranie z gùównego 

menu opcji PLIK a nastêpnie CZYTAJ. 

 

7.2.2. PARAMETRY 

 Wybieraj¹c w menu opcjê PARAMETRY mo¿emy zmieniaã pewne ustawienia 

programu, mianowicie: 

1) KOLOR T£A � zmieniaj¹c ten parametr mo¿emy wybraã biaùe lub czarne tùo, na 

którym przedstawiane bêd¹ zbiory punktów. 

2) SKOK OBROTU � parametr reprezentuj¹cy k¹t obrotu o jaki zmieni siê �kierunek 

patrzenia� w wyniku naci�niêcia jednego z klawiszy przyporz¹dkowanych takiej zmianie. 

 3) SKOK PRZESUNIÆCIA � okre�la wielko�ã przemieszczenia obserwatora w 

wyniku u¿ycia jednego z klawiszy powoduj¹cych zmianê jego poùo¿enia. 

 4) SKALA � parametr okre�laj¹cy wspóùczynnik powiêkszenia obserwowanego 

obrazu. 

 5) MAX. PROMIEÑ TUNELU � widoczne bêd¹ tylko punkty a, dla których warto�ã 

iloczynu skalarnego (ba, ba) jest mniejsza od tego parametru. 

 6) SKOK PROMIENIA TUNELU - okre�la wielko�ã zmiany parametru MAX. 

PROMIEÑ TUNELU w wyniku u¿ycia jednego z klawiszy powoduj¹cych t¹ zmianê. 

 7) ZASIÆG PATRZENIA -  aby punkt obserwowany a byù widoczny, nie mo¿e siê 

znajdowaã przed pùaszczyzn¹ obserwacyjn¹, w odlegùo�ci liczonej w kierunku r wiêkszej od 

tego parametru. 
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 8) SKOK ZASIÆGU PATRZENIA - okre�la wielko�ã zmiany parametru ZASIÆG 

PATRZENIA w wyniku u¿ycia jednego z klawiszy powoduj¹cych t¹ zmianê. 

 9) ZASIÆG PATRZENIA WSTECZ � aby punkt obserwowany a byù widoczny, nie 

mo¿e siê znajdowaã za pùaszczyzn¹ obserwacyjn¹, w odlegùo�ci liczonej w kierunku r 

wiêkszej od tego parametru. 

 

 

Rysunek 7.4. Wygl¹d okna wywoùywanego w celu zmiany parametrów.  

 

7.2.3. FUNKCJE KLAWISZY 

Poprzez u¿ycie odpowiednich klawiszy mo¿emy wywoùywaã okre�lone akcjê, 

mianowicie: 

1) Zmiana maksymalnego promienia tunelu - zmiana nastêpuje poprzez wci�niêcie 

klawisza ze znakiem �przecinek� (zmniejszenie parametru MAX. PROMIEÑ TUNELU) lub 

klawisza ze znakiem �kropka� (zwiêkszenie parametru MAX. PROMIEÑ TUNELU). 

Warto�ã zmiany, która nastêpuje przy jednokrotnym u¿yciu klawisza, zawarta jest w 

parametrze SKOK MAX. PROMIENIA TUNELU. 

2) Powiêkszenie i pomniejszenie obrazu - nastêpuje poprzez wci�niêcie klawisza ze 

znakiem �N� (pomniejszenie obrazu) lub klawisza ze znakiem �M� (powiêkszenie obrazu). 

Wspóùczynnik zmiany, która nastêpuje przy jednokrotnym u¿yciu klawisza wynosi 0.9 dla 

pomniejszenia i 1.1 dla powiêkszenia. 

3) Zmiana zasiêgu patrzenia � mo¿na j¹ wywoùaã poprzez wci�niêcie klawisza ze 

znakiem �n� (zmniejszenie parametru ZASIÆG PATRZENIA) lub klawisza ze znakiem �m� 
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(zwiêkszenie parametru ZASIÆG PATRZENIA). Warto�ã zmiany, która nastêpuje przy 

jednokrotnym u¿yciu klawisza, zawarta jest w parametrze SKOK ZASIÆGU PATRZENIA. 

 4) Poruszanie siê po n-wymiarowej przestrzeni � sposób i rodzaje poruszania s¹ 

dokùadnie takie same jak ju¿ wcze�niej opisane w punkcie 4.2.3. 

 

 

Rysunek 7.5. Kolorami oznaczono aktywne klawisze. (1) kolor fioletowy � klawisze sùu¿¹ce zmianie 

zasiêgu patrzenia oraz powiêkszaniu i pomniejszaniu obrazu, (2) kolor niebieski � zmiana maksymalnego 

promienia tunelu oraz zmiana poùo¿enia wzdùu¿ kierunku rzutowania r, (3) kolor ¿óùty � zmiana poùo¿enia 

wzdùu¿ osi wspóùrzêdnych, (4) kolor czerwony � zmiana poùo¿enia wzdùu¿ osi pùaszczyzny obserwacyjnej, 

(5) kolor zielony � zmiana �kierunku patrzenia�. 

 

7.2.4. USUWANIE PUNKTÓW 

Zdarza siê, ¿e z ró¿nych punktów widzenia niektóre fragmenty zbiorów zachodz¹ na 

siebie i nie mo¿emy bezpo�rednio stwierdziã, czy rzeczywi�cie niektóre fragmenty zbiorów 

zachodz¹ na siebie czy tylko siê przesùaniaj¹. Wtedy korzystne jest usuniêcie czê�ci zbioru 

punktów w ten sposób, by mo¿na byùo z innego punktu widzenia dostrzec pewne cechy 

obserwowanych zbiorów. Oczywi�cie nie chodzi tutaj o usuwanie pojedynczych punktów, 

lecz obszarów z punktami nale¿¹cymi do tylko jednego zbioru. Mo¿liwo�ã usuniêcia takiego 

obszaru oznacza, ¿e mo¿na go oddzieliã od pozostaùych zbiorów a wiêc nie zachodzi na inne 

zbiory. W celu usuniêcia punktów znajduj¹cych siê w danym obszarze nale¿y: 

1) przesun¹ã kursor myszy w oknie graficznym w okolicê lewego górnego rogu 

usuwanego obszaru punktów, 

2) wcisn¹ã lewy przycisk myszy, 

3) trzymaj¹c wci�niêty lewy przycisk myszy, przesun¹ã kursor myszy w okolicê 

prawego dolnego rogu usuwanego obszaru punktów. W trakcie przesuwania bêdzie widoczna 

ramka obejmuj¹ca zaznaczany do usuniêcia obszar, 

4) zwolniã lewy przycisk myszy - pojawi siê informacja dotycz¹ca liczby punktów 

znajduj¹cych siê w zaznaczonym obszarze z pytaniem czy je usun¹ã, 
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Rysunek 7.6. Przedstawiono ramkê obejmuj¹c¹ usuwany obszar punktów, widoczn¹ w trakcie 

przeci¹gania kursora myszy. 

   

 

Rysunek 7.7. Pytanie pojawiaj¹ce siê po zaznaczeniu obszaru z punktami do usuniêcia. 

 

 

Rysunek 7.8. Sytuacja z rysunku 7.6 po usuniêciu punktów. 
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5) na zadane pytanie odpowiedzieã �Tak�. 

Na rysunku 7.8 przedstawiono przykùad z rysunku 7.6 po usuniêciu punktów znajduj¹cych siê 

w zaznaczonym obszarze. 

 

7.2.5. OKNO TEKSTOWE 

 W oknie tekstowym pojawiaj¹ siê nastêpuj¹ce informacje: 

  - WYMIAR PRZESTRZENI  � okre�la liczbê wymiarów przestrzeni w której znajduj¹ 

siê obserwowane zbiory punktów, 

  - D£UGOÚÃ W � okre�la odlegùo�ã pùaszczyzny obserwacyjnej od �rodka ukùadu 

wspóùrzêdnych, 

  - MAX.PROMIEÑ TUNELU � wy�wietla warto�ã parametru MAX. PROMIEÑ 

TUNELU, 

  - ZASIÆG PATRZENIA � przedstawia warto�ã parametru ZASIÆG PATRZENIA, 

  - P£ASZCZYZNA OBROTU � przedstawia parê wektorów, które braùy udziaù w 

ostatniej zmianie �kierunku patrzenia�, 

  - KLASA i WIDAÃ k Z m � wy�wietla dla ka¿dego zbioru punktów numer i, liczbê 

punktów widocznych k oraz liczbê wszystkich punktów m. Informacja ta ma istotne 

znaczenie, bowiem na jej podstawie bêdziemy mogli stwierdziã czy w okre�lonej sytuacji 

wszystkie punkty danego zbioru s¹ widoczne. 

  

7.2.6. OKNO GRAFICZNE 

 W tym oknie pojawia siê wygl¹d ogl¹danych zbiorów punktów. Wielko�ã okna 

graficznego mo¿emy zmieniaã rozci¹gaj¹c okno systemu kursorem myszy.  

 

7.2.7. PO£¥CZENIE SYSTEMÓW 

 Powy¿szy system poù¹czono z systemem opisanym w rozdziale 4 w jeden system 

dziaùaj¹cy w dwóch mo¿liwych trybach. Tryb pracy (rysowanie bryù b¹dê zbiorów punktów) 

wybierany jest automatycznie na podstawie formatu pliku wej�ciowego.  

 



8. PODSUMOWANIE I WNIOSKI 

  

8.1. ZREALIZOWANE ZADANIA 

W ramach pracy zrealizowano nastêpuj¹ce zadania: 

1) Powstaù model matematyczny, rozwi¹zuj¹cy problem wizualizacji 

wielowymiarowych bryù wypukùych oraz wielowymiarowych zbiorów danych dyskretnych. 

Model ten nie byù wzorowany na ¿adnym znanym opracowaniu literaturowym. 

2) Napisano pakiet oprogramowania, pozwalaj¹cy wizualizowaã wielowymiarowe 

bryùy wypukùe oraz wielowymiarowe zbiory danych dyskretnych. 

3) Przeprowadzono do�wiadczenia polegaj¹ce na przedstawieniu na ekranie 

komputera przykùadowych wielowymiarowych bryù wypukùych. Przeprowadzono równie¿ 

do�wiadczenia polegaj¹ce na przedstawieniu na ekranie komputera przykùadowych 

wielowymiarowych zbiorów danych dyskretnych. Zebrane wyniki do�wiadczeñ wydaje siê ¿e 

wnosz¹ nowe informacje na temat jako�ciowych cech obiektów wielowymiarowych. 

 

8.2. WYNIKI DOÚWIADCZEÑ 

 Przeprowadzone eksperymenty pokazaùy, ¿e przy pomocy opisanej metody 

wizualizacji mo¿na zaobserwowaã pewne istotne jako�ciowe cechy obserwowanych zbiorów 

punktów, mianowicie: 

1) Mo¿na stwierdziã, ¿e dany zbiór da siê w rozwa¿anej przestrzeni oddzieliã od 

pozostaùych, czyli ¿e dany zbiór nie zachodzi na inne (przykùady od 6.3.1 do 6.3.4). Daje to 

podstawy do poszukiwañ skutecznego algorytmu potrafi¹cego rozpoznaã, czy dany punkt 

nale¿y do badanego zbioru. 

2) Mo¿na zauwa¿yã w zbiorze wielowymiarowych danych punkty podejrzane o to, ¿e 

s¹ zakùóceniami (przykùad 6.3.1). Dziêki temu wiadomo, które punkty nale¿y pomin¹ã w 

dalszej analizie. Pozwala to unikn¹ã sytuacji w której na podstawie zakùóceñ wyci¹gniête 

zostaj¹ bùêdne wnioski.  

3) Mo¿na zauwa¿yã brak spójno�ci zbioru wielowymiarowych danych (przykùad  

6.3.1). Cecha ta jest bardzo istotna, poniewa¿ pozwala przyj¹ã mo¿liwo�ã wyst¹pienia 

pomiêdzy spójnymi obszarami danego zbioru punktów, obszarów przynale¿¹cych do innego 

zbioru punktów. 
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4) Fakt, ¿e dany zbiór mo¿na oddzieliã od pozostaùych mo¿na stwierdziã równie¿ 

wtedy, gdy dany zbiór jest ze wszystkich stron otoczony innym zbiorem punktów (przykùad 

6.3.2) 

5) Nawet w sytuacji gdy zbiory �obejmuj¹ siê� mo¿emy stwierdziã, ¿e dany zbiór 

mo¿na oddzieliã od pozostaùych (przykùad 6.3.4), co mo¿e byã podstaw¹ do klasyfikacji 

wielowymiarowych danych. 

W przypadku wielowymiarowych bryù mo¿emy stwierdziã ksztaùt oraz liczbê 

widocznych czê�ci �cian bryùy. W trakcie ogl¹dania bryùy ju¿ 4-wymiarowej z ró¿nych stron, 

powstaje wra¿enie ¿e zmienia ona ksztaùt (rysunki 3.4 do 3.9). Jednak podobne wra¿enie 

miaùby czùowiek ogl¹daj¹c sze�cian 3-wymiarowy z ró¿nych stron, gdyby nie znaù jego 

wygl¹du (sze�cian 3-wymiarowy z odpowiedniego punktu widzenia wygl¹da jak kwadrat, z 

innego jak dwa sklejone prostok¹ty a jeszcze z innego jak trzy sklejone równolegùoboki). 

Zwrócono uwagê na fakt, ¿e w przypadku kostki czterowymiarowej jednocze�nie mo¿na byùo 

zobaczyã maksymalnie 4 �ciany, natomiast w przypadku kostki siedmiowymiarowej 

jednocze�nie mo¿na byùo zobaczyã maksymalnie 7 �cian. Stanowi to pewn¹ indywidualn¹ 

cechê jako�ciow¹ obserwowanych obiektów, ró¿ni¹c¹ je od siebie. 

Zaprezentowane wyniki w peùni potwierdzaj¹, ¿e stosuj¹c zaproponowane w pracy 

metody matematyczne mo¿na wizualizowaã na ekranie komputera obiekty zdefiniowane 

formalnie lub empirycznie w przestrzeniach wielowymiarowych, co pozwala na 

jako�ciow¹ ocenê struktury danych wielowymiarowych.  

Tym samym teza pracy zostaùa wykazana. 

 

 



LITERATURA 

 

[1] Aldrich C., Visualization of transformed multivariate data sets with autoassociative 

neural networks. Pattern Recognition Letters, Volume: 19, Issue: 8, June, 1998, pp. 749-764. 

[2] Asimov D. �The Grand Tour: A Tool for Viewing Multidimensional Data.�, SIAM 

Journal of Scientific and Statistical Computing, 1985, pp. 128-143, vol. 6, No. 1. 

[3] Assa J., Cohen-Or D., Milo T., RMAP: a system for visualizing data in 

multidimensional relevance space. [Journal Paper] Visual Computer, vol.15, no.5, 1999, 

pp.217-34. Publisher: Springer-Verlag, Germany. 

[4] Assa J., Cohen-Or D., Milo T., Displaying data in multidimensional relevance 

space with 2D visualization maps. [Conference Paper] Proceedings. Visualization '97 (Cat. 

No.97CB36155). IEEE. 1997, pp.127-34, 534. New York, NY, USA. 

[5] Becker R.A., Cleveland W.S., Wilks A.R., Dynamic graphics for data analysis. 

Statistical Science 2, 1987, pp.355-395. 

[6] Buja A., Asimov D. �Grand Tour Methods: An Outline.� Computing Science and 

Statistics, 1985, pp. 63-67, vol. 17.  

[7] Buja A., Cook D., Asimov D., Hurley C., Dynamic Projections in High-

Dimensional Visualization: Theory and Computational Methods. AT&T Research Labs 

Technical Report, 1998. 

[8] Buja A., Swayne D.F., Littman M.L., XGVis: interactive data visualization with 

multidimensional scaling. Journal of Computational and Graphical Statistics, 1998, To 

appear. 

[9] Carr D. B., Wegman E. J., Luo Q. ExplorN: Design Considerations Past and 

Present. Center for Computational Statistics, George Mason University, no. 129, 1996. 

[10] Chatterjee A., Das P.P., Bhattacharya S., Visualization in linear programming 

using parallel coordinates. Pattern Recognition 26(11), 1993, pp.1725-1736. 

[11] Cleveland W.S., McGill R., The many faces of a scatterplot. Journal of the 

American Statistical Association 79, 1984, pp.807-822. 

[12] Cook D., Buja A., Cabrera J., Hurley C., Grand Tour and Projection Pursuit. 

Journal of Computational and Graphical Statistics, 1995, pp. 155-172, vol. 4, no. 3. 

[13] Eick Stephen G., Wills Graham J., High interaction graphics. European Journal 

of Operational Research, Volume: 81, Issue: 3, March 16, 1995, pp. 445-459. 



 87

[14] Gennings C., Dawson K.S., Carter W.H., Jr. Myers R.H., Interpreting plots of a 

multidimensional dose-response surface in a parallel coordinate system. Biometrics 46, 1990, 

pp. 719-735. 

[15] Hardle W., Klinke S., Turlach B. A. XploRe: An Interactive Statistical 

Computing Environment. Springer-Verlag, New York 1995. 

[16] Hartigan J.A., Kleiner B., Mosaic for Contingency Tables. In: Computer Science 

and Statistics: Proceedings of the 13
th

 Symposium on the Interface. New York, 1981, Springer 

Verlag, pp. 268-273. 

[17] Heike Hofmann, Exploring categorical data: interactive mosaic plots. Metrika 51, 

Springer-Verlag, 2000, pp. 11-26. 

[18] Hurley C, Buja A. �Analyzing high-dimensional data with motion graphics.� 

[Journal Paper] SIAM Journal on Scientific & Statistical Computing, vol.11, no.6, Nov. 1990, 

pp.1193-1211. USA.  

[19] Inselberg A., The plane with parallel coordinates. Visual Computer 1, 1985, 

pp. 69-91.  

[20] Inselberg A., Dimsdale B., Multidimensional lines I: representation. SIAM J. 

Appl. Math. 54 (2), 1994, pp. 559-577. 

[21] Jain A.K., Mao J., Artificial neural network for non-linear projection of 

multivariate data. In: Proc. IEEE Internat. Joint Conf. On Neural Networks, Baltimore, 1992, 

MD, 3, pp.335-340. 

[22] Keller P.R., Keller M.W., Visual Cues-Practical Data Visualization. IEEE 

Computer Soc. Press, Silver Spring, 1993. 

[23] Kraaijveld M., Mao J., Jain A.K., A nonlinear projection method based on 

Kohonen�s topology preserving maps. IEEE Trans. Neural Networks 6 (3),  1995, 

pp. 548-559. 

[24] Li Weihua, Yue H. Henry, Valle-Cervantes Sergio, Qin S. Joe, Recursive PCA 

for adaptive process monitoring. Journal of Process Control, Volume: 10, Issue: 5, October, 

2000, pp. 471-486. 

[25] Mao J., Jain A.K., Artificial neural networks for feature extraction and 

multivariate data projection. IEEE Trans. Neural Networks 6 (2), 1995, pp. 296-317. 

 [26] Qi R., Cook D., Kliemann W., Vittal V. Visualization of Stable Manifolds and 

Multidimensional Surfaces in the Analysis of Power Systems Dynamics. Journal of Nonlinear 

Science, 2000, pp. 175-195, vol. 10. 



 88

[27] Shuo-Yan Chou, Shih-Wei Lin, Chia-Shin Yeh, Cluster identification with 

parallel coordinates. Pattern Recognition Leters 20, 1999, pp.565-572. 

[28] Sobol M.G., Klein G., New graphics as computerized displays for human 

information processing. IEEE Trans. Systems Man Cybernet. 19 (4), 1989, pp. 893-898. 

[29] Sung-Soo Kim, Sunhee Kwon, Dianne Cook, Interactive visualization of 

hierarchical clusters using MDS and MST. Metrika 51, Springer-Verlag 2000, pp. 39-51. 

[30] Swayne D. F., Cook D., Buja A. XGobi: Interactive Dynamic Graphics in the 

X Window System. Journal of Computational and Graphical Statistics, 1998, pp. 113-130, 

vol. 7, no. 1. 

[31]  Tadeusiewicz R., Elementarne wprowadzenie do techniki sieci neuronowych z 

przykùadowymi programami. Akademicka Oficyna Wydawnicza PLJ, Warszawa 1999. 

[32]  Tadeusiewicz R., Flasiñski M., Rozpoznawanie obrazów. Wydawnictwo 

Naukowe PWN, seria Wspóùczesna Nauka i Technika, Informatyka, Warszawa 1991. 

[33]  Tarczyñski W., O jeszcze jednym sposobie oceny fundamentalnej spóùki na 

gieùdzie papierów warto�ciowych w Warszawie. Wydawnictwo A.E., Klasyfikacja i analiza 

danych, Zeszyt 5, Wrocùaw 1998. 

[34] Wegman E.J., Hyper-dimensional data analysis using parallel coordinates. J. 

Amer. Statist. Assoc. 85 (411), 1990, pp. 664-675. 

[35] Wegman E., The Grand Tour in k-Dimensions. Center for Computational 

Statistics, George Mason University, no. 68, 1991. 

[36]  Zaborski A., Przegl¹d zastosowañ skalowania wielowymiarowego w 

rozwi¹zywaniu problemów marketingowych. Wydawnictwo A.E., Klasyfikacja i analiza 

danych, Zeszyt 4, Wrocùaw 1997. 

  

 



DODATEK A 

 Przykùadowe widoki bryù wypukùych: 

 

 

Rysunek A.1. Kostka 4-wymiarowa ogl¹dana z ró¿nych stron, przy ró¿nych ustawieniach kierunku 

rzutowania r. 
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Rysunek A.2. Kostka 4-wymiarowa ogl¹dana z ró¿nych stron, przy ró¿nych ustawieniach kierunku 

rzutowania r. 
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Rysunek A.3. Kostka 7-wymiarowa ogl¹dana z ró¿nych stron, przy ró¿nych ustawieniach kierunku 

rzutowania r. 
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Rysunek A.4. Kostka 7-wymiarowa ogl¹dana z ró¿nych stron, przy ró¿nych ustawieniach kierunku 

rzutowania r. 

 

 


